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قاتمة المحتويات 
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الوحدة الأولى: النهايات والاتصال 

الفصل الأول: النهایات 
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الفصل الأول: الشتقة 
ار سل ار 
ET‏ الاولی 
الفصل الثانی: قواعد الاشتقاق والشتقات العليا 
او لا : قو اعد الاشتقاق 
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رابعا: اشتقات العلیا 
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الفصل الأول: التفسير الهندسي والفيزيائي للمشتقة 
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الو حدة الرابعة : التکامل و تطبیقاته 
الفصل الاول: التکامل 
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انيا: التكامل المحدود 
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رابعا: التکامل بالتعویض 
الفصل الثاني: تطبیقات التکامل 
أو لا ; تطبيقات هندسية 


الفصل الثالث: الاقترانان اللوغاريتمي الطبيعي والأسي الطبيعي وتطبيقاتهما 
أسئلة الوحدة 
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الفصل الثاني: المتغيرات العشوائية المنفصلة والمتصلة 
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بسم الله الرحمن الرحیم 





نضع بين أيدي آبنائنا الطلبة وزملاتنا العلمین کتاب الریاضیات للصف الثاني عشر للفرعین 
الأدبي» والفندقي والسياحي» والصناعي/مسار الکلیات انسجامّا مع النتاحات العامة والخاصة 
للمبحت. ومراعاة لبادی ومعاییر العملیات والحتوی العالية في إعداد المحتوى» مثل: حل 
السالة والتبریر والبرهان والربط والتواصل. والتمثیل» والنمذحة وذلك باستخدام آسالیب 
متنوعة تشمل آسئلة تحدث وفکر وناقش» وحل آستلة عدة باکثر من طريقة لتنمية مهارات 
التواصل الریاضی والتفکیر الناقد لدی الطلبة» وإكسابهم مرونة التفکیر. 

روعی فى إعداد هذا الکتاب التركيز على عرض الفهوم باستخدام الرسوم التوضیحیت 
و الألوان والاشکال الختلفة مثل: تفسیر الاتصال عند نقطة هندسيًا. 
دلاث و حدات هي : النهايات و الاتصال» و التفاضل و تطبیقات التفاضل. 

آما الفصل الدراسی الثاني فيضم و حدتی التکامل وتطبيقاته» و الإحصاء و الاحتمالات. 


ونسأل الله العلی العظیم أن نکون قد وفقنا في تقدم هذا الکتاب لیکون نافعًا ومفيدًا. 





الوحدة 


ار النهايات والاتصال 





يعد التفاضل والتكامل أحد 
آهم محاور الرياضيات الرئيسة التي 
تعنى بحل المسائل التطبيقية المتنوعة 
في المجالات الهندسية والفيزيائية 
و الاقتصادية. آمااللبنة الاساسية 
لفهم هذا الحور فتتمثل في موضو ع 
لنهایات الذي یبحث فی سلوك 
الاقتران عندمایقترب التغیر س 
من عدد خدد» وموضو ع الاتصال 
الذي يصف منحنی الاقتران» 
و الذي يبين إذا كان يو جد اتصال 
عند نقطة محددة أم لاء و اصفا شكل 
عدم الاتصال هندسيًا. 








Limits and Continuity 





یتوقع من الطالب بعد دراسة هذه الوحدة أن يكون قادرّا على: 
نهاية اقتران عند نقطة. 


۵ حساب نهاية اقتران (کثیر حدود» نسبي» متشعب) بیان 


© هه 


وجبریا. 

e‏ تمييز نهاية اقتران عند نقطة و قيمته عند هذه النقطة. 

٠‏ در اسة الاتصال عند نقطة للاقترانات کثیرات الحدود» 
و الاقتر انات التشعبة و الاقتر انات النسبية. 


١١ 








© تستخدم الرموز فى التعبیر عن نهاية اقتران عند نقطة. 
© تميز نهاية اقتران عند نقطة و قیمته عند هذه النقطة. 


۳۳ oncept of Limit 





اعتماذا على الشکل (۱-۱) الذي عثل 
منحنی الاقتران ق(س) ‏ س +۱ حب عن 
s)‏ ی 
)١‏ القيمة التي يقترب منها الاقتران ق عندما 
تقترب س من العدد ۲ من جهة الیمین؟ 
(Y‏ القيمة التي يقترب منها الاقتران ق عندما 





تعرفت في صفوف سابقة كيف تحد صورة عدد تحت تأثير اقتران معین» وستتعرف في هذا الفصل 
سلوك الاقتران عندما یقترب متغیره من عدد ما » حتی لو لم يكن الاقتران معرفا عند هذا العدد. 

(ذا آردت دراسة سلوك الاقتران ق(س) دس + ۱ عندما تقترب س من العدد ۲) فأنشیم حدولا 
حدد فيه قیمّا للمتغیر س حول العدد ۰۲ بحيث یکون بعضها آکبر من ۰۲ وبعضها الاخر آقل من ۰۲ 
ثم احسب قیم ق(س) الناظرة لها كما يأتي : 


فد 
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مه هه پم ٥‏ هه موم 


تقترب من العدد ¿Y‏ و آنه عندما تقترب س من العدد Y‏ من جهة الیسار (أقل من (Y‏ فان ق(س) تقترب 
من العدد Y‏ انظر الشکل (۱-۱). 
عندما نقترب س من العدد ۲ من جهة اليمين (س> ¿(Y‏ فان ق(س) تقترب من العدد Y‏ وبالرموز: 
ناق(س)< ۳ 


سس ۲۲ 
وتقرا: نهاية الاقتران ق(س) عندما نقترب قیم س من العدد ۲ من جهة اليمين تساو ي 51 


وعندما تقترب س من العدد ۲ من جهة اليسار(س< ۲)» فان ق(س) تقترب من العدد ۳ »و بالر موز : 
نهاق(س)< ۲ 


و 
وتُقرَأً: نهاية الاقتران ق(س) عندما تقترب قیم س من العدد ۲ من جهة الیسار تساوي ۳. 
لاحظ في هذا الثال آن: 
نهاق(س) - نما ق(س) <۳ 


سس ۷+ سس 7۷ 
إي إن ق(س) تقترب من العدد ۳ كلما اقتربت س من العدد ۲ من كلا الاتحاهین (الیسار 
واليمين)» وبالرموز: 
نهاق (س)< ۲ 


س ۲ 





".= یی 
لیکن ق اقترانا معرفا علی فترة مفتوحة حول العدد . فٍذااقتربت قیم الاقتران ق من العدد ل عندما 
يقترب التغیر س من العدد أء فإن ل هي نهاية الاقتران ق عندما تقترب س من العدد أ» وبالرموز: 


تست ار ل 
>| 


۱۳ 


(A) مثال‎ 


۱ 
اعتمادًا على الشكل (۲-۱) الذي بمثل منحنى الاقتران ق(س) - مسيم 


جد قيمة كل ها يأتى ( إن و حدت): 
)١‏ ق (۲) 
(v‏ نا ق(س) 


س > ۲ 





الحل 
)١‏ لاحظ أن ال الاقتران ق هو ح - 1۲۲ (لماذا؟). 
لذا فان ق(س) غير معرف عندما س = ۰۲ وقد أشير إلى ذلك برسم دائرة صغيرة ضمن 


۳ = نا ق(س)‎ (Y 
۲> س‎ 
۳ = ناق(س)‎ (Y 
= 
لاحظ في هذا المثال أن نها ق(س)- نهاق(س) = ۳) أي إن قيم ق(س)‎ (£ 
l =u i as. 


تقترب من العدد ۳ كلما اقتربت قیم س من العدد Y‏ من كلا الاتحاهين (الیسار» والیمین)» 
وبالرموز: 
نا ق(س) = ۳ 


ل 


0 


سال (۲) 
اعتمادًا على الشکل (۳-۱) الذي عثل منحنی 


۱ »س < ۱ 


ق(س) = ۲ » س > ۱ 
۳ < > ۱ 


جد قيمة كل ما يأتي ( إن وحدت): 
(N‏ ق (۱) 
(VY‏ عاق(س) 


7 
(Y‏ نها ق(س) 


5١ س->‎ 


£( اق(س) 
س -> ١‏ 


الحل 
لاحظ أن ق اقتران متشعب عندما س = ۰۱ و 
0۱ ۱(8) = ۲ 
(Y‏ نها ق(س) = ۱ 
سود 
(Y‏ هس ق (س) = ۳ 
a.‏ 





من الشكل تحد أن: 


ا ا ق(س)» فاننا نصف سلوك م منحنی الاقتران ق 


5١ >- س‎ 


سا کرب کر ی ند بالقول ان النهاية غير موجودق 


وبالرموز: نها ق(س) غير موجودة. 


١ >- س‎ 


وهذا يعني أنه لتکون نها ا 3(س) و ناف(س). 


|< 


وأن تكون نهاق(س)- نهاق(س) 


سےا س-ه [* 





جد قيمة كل ما يأتى (إن وجدت): 


)١‏ ق (۳) ۲ اق(س) 
۳ 

۳ هعاق(س) 5 اق(س) 
لعولا و 


س-ه [* 


|| || ۱ ۱۱۱ 1۱ 
۱ فس اله ۱ 1 
| 1 اما اب11 
|| 
Z‏ اه 1۱ 
رطفا اا 


Jall 


س 


(v‏ نهاق(س) 


0 ق (۰) 
و 


+ نها ق(س) 


سس ۲- 


س ۲ 


.'- نهیاق(س)-< ۲ 


۲ هاق(س)< ۰۲ هاق(س) < ۰.۲ 
س > ۲۲ 


= .جع 
سح م 


سس ,۲ 
کڪ ۾ 


٠‏ اق(س) 


.)۵-۱( الشکل‎ 
ç ` 


۱۷ 


ی تب 3 ۳ 
۵ 2 3 7 
J: [١‏ ت ط — 
2 3 35 35 . 
و ف >— 
که ده اذ 
A VW 4‏ 
J‏ 


1111۱۱۸ 
111۱۱۱۱۱۱ 
111.۱۱۱۱۱۱۱۱ 
j|‏ ۱ او 11۱ 
| ا .ا یاه ا رل 
| لیا اب ۱ 11۱ 
| لیا N‏ | 1 


اراس 1۱ 
ا الا ۱۱۱۱۱ هه 
ا ارام ربمم ويا“ 
لیام ۱ كسالك 
ییا ص۱۱۱ .1 








اعتمادّا على الشکل (۵-۱) الذي عثل منحنی الاقتران 





اعتمادا على الشکل (۲-۱) الذي عثل م 


جد قيمة كل ما يأتي (إن وحدت): 


)١‏ ناق(س) 
سس >> ١‏ 

(Y‏ نا ق(س) 
سس ۲ 


(Y‏ ها ق(س) 
س ۲ 





° 


منحنی الاقتران ق 


باه 11۸ 
T T LL‏ 42 2 55 
اه ۲ ۲۱۱ ها 
بل بل لول مر 
| با ا ۱۷ ۱۸ 
م ام 





الشکل (۲-۱). 


اعتمادا على الشکل (۷-۱) الذي بمثل منحنى الاقتران ق» جد كلا ما يأتى : 


aaah‏ لك 


س > | 


فاق(س) = . 


سب 
(Y‏ قيمة الثابت ج» حيث 


نهاق(س) غير موجوده. 


سح 
3 نت 





1۱۱۱۱۱۱ 
س | | الا ام 1۱ 
مه ۱۲لا و 
| |( 
إا 
,1۱.۱۱۱ 


الشکل (۷-۱). 


الحل 


۱- = ما أن نهاق(س) ۰۱-۰ فان : ق(س) = نها ق(س)‎ )١ 

سےا سأ i>‏ 
یتبین من الشكل (۷-۱) أنه عندما تكون ق(س) سم -۱ فان قيمة س تکون قد اقتربت 
من العدد Y—‏ اذن: أ=-۲ 


؟) ناق (س)= . 


سب 
شین من الشکل (۷-۱) أن ق(س) ه٠‏ عندماس _ه -۱ ومنه فان ب < - ۱ 
(Y‏ نها ق(س) غير موحودة إذن: نهاق(س) ج نما ق(س) 


هه نی تم 


وهذا يتحقق عندماس ١‏ » إذل: > = ۱ 





CET 


اعتمادا على الشکل )۸-١(‏ الذي يمثل منحنى الاقتران ق» 


حد قيمة كل ما يأتي (إن وحدت): ص 
G‏ هاق(س) ۱ 
ے۲ ۱ 1 

۱ قارسل) ۵ 
(Y‏ الثابت 21 حيث د نهاق(س)- . ° @ 4 
س | 
" 
(Y‏ الثابت ب. حيث نها ق(س) | 
۷۳ ! 
د © 
حر هر ردت ه 4 Y v‏ ۲۲۱/۱ 
لك 
الشكل (۸-۱). 


۳ 


الأسئلة 





لس " 


(١‏ اعتمادا على الشکل )٩-۱(‏ الذي عثل منحنى الاقتران ق(س) - ل اس 
و 












































جد قيمة كل ثما يأتي (إن وجدت): 

۱ ق(۲) ق(س)‎ (Í 

ب) نهاق(س) 
س -> ۲ ۳ 

—( ق(۳۲) 

د) نهاق(س) 5 
سس ۳ I‏ 

.)٩-۱( لشکل‎ 


(Y‏ اعتمادا على الشکل (۰-۱ )١‏ الذي عثل منحنی 
الاقتران ق» جد قيمة كل ما يأتى (ان وحدت): 
(i‏ نا ق(س) ب) هاق(س) 

ای و5 


> 


ج) نهاق(س) د ) ناق(س) 
سس “عدا 


-v— 









































(Y.‏ اعتمادا على الشکل (۱۱-۱) الذي يمثل 
منحنی الاقتران ق» جد قيمة كل ما يأتى (ان و حدت): 
أ ) نها ق(س) 
س Y<—‏ 
ب) ناق(س) 
سر -> ١‏ 


ح) قيمة أ حيث نها ق(س) غير موجودة. 
سےا 



































د ) قيم ب. حيث نها ق(س) = صفرًا. 
سب 


الشکل (۱۱-۱). 


۳ 

















































































































nr e 


إذا كان ق» ه اقترانين معرفين على مجموعة الأعداد احقيقية ح» وكان ل» م عددين 


حفیفین» حيث: 
هاق(س)<ل » ماه (س)-م 


س->| س->| 


جد — رق(س) + ه (س)) ° 


س->| 

للإحابة عن هذا السوال» يتعين الاستعانة بنظريات خاصة بالنهايات تسهل إيجاد نهاية 
اقتران عند نقطة» أو نهاية مجموع اقترانين» أو حاصل ضربهماء أو ناتج قسمتهما عند نقطة» من 
دون الحاجة إلى تمثيلها بیانیا. 


: أجب عما يأتي‎ Y= اعتمادا على الشكل (۱۲-۱) الذي بمثل منحنى كثير الحدود ق(س)‎ )١ 
أ ) مادرجة الاقتران ق؟ مانوعه؟‎ 
ب) جد قيمة كل من:‎ 
اق(س)‎ 


ye سس‎ 


اق(س) 
s:‏ 


اق(س)< ۳ 


وه ۳۹ از لا 
| لشکا ۲-۰ ۱). 





۳۱ 


(Y‏ اعتمادا على الشکل (۱۳-۱) الذي ثل منحنی الاقتران ه (س) = س» أجب عن الأسئلة 


ا 0 1 


ب) جد قيمة كل من: | م | | | | ها 

۱ _| اما 

II 7II ناه (س)‎ 

سس ۲ سل manna‏ 
۱225 


ناه (س) 
ا را 


.ال اما 
.۱ ۱ . .۱ ۱ اما 


3 ) ماذا تلاح ؟ الشکل (۱۳-۱). 











عبر بالکلمات عن النظرية (۱). 


تساعدك النظرية السابقة على ایجاد نهاية الاقتران الثابت أو الاقتران کثیر الحدود من الدر جة 
الأولى عند عدد معین. ولكن» كيف تحد نهاية بجمو ع اقترانين» أو نهاية حاصل ضربهما عند عدد ما؟ 


053 














(A) مثال‎ 


إذا علمت أن نهاق(س) = ٩‏ نهاه (س) = -۳ فجد قيمة كل ها يأتي (إن وحدت): 
س V<‏ س -> ١‏ 


)١‏ نها(ق(س) + ه(س)) 
سر a‏ 


؟) نها(ق(س)< ه (س)) 
سر a‏ 


الحل 
۱ نها(ق(س) + ه (س)) <نهاق(س) + ناه (س) 
س -> ١‏ س -> ١‏ س -> ١‏ 


A= ۳+ و‎ 


(Y‏ نهاق(س) ×ه(س) = نهياق(س) تنا نهاه (س) 


١ >- س‎ V< س‎ V< س‎ 


0 





)۲( Ja 
: إذا علمت أن نها(س- ۱-6۱ نا(س + ۱) = ۳ فجد قيمة کل ما يأتى‎ 
١ ۲۶ س->۲ بن‎ 
نها(س۱-۲)‎ ۱ 
۲ سس‎ 


؟) ا 1س 
س Y<—‏ 


الحل 
6 لاحظ أن ۱-۳ ع درسب ۱)(س + ۱) 
)١ U)‏ = نارس - ١)(س‏ + )١‏ 


Y<— > Y<— س‎ 


- نها(س- ۷6۱ نا(س +۱) < ۳۱۱ دم 


س -> 5 س Y<—‏ 
(v‏ لاحظ أن ۲س = (س - ۱) + (س + ۱) 


نها۲س = نھا((س -۱) +(س + ۱)) 


س ۲ سس ۲ 


< نهارس-۱) + نارس + ) ۳۲۱ - 4 


سر ۲ س ۲ 
تعلمت أن نهاية الاقتران الثابت عند عدد ما تساوي قيمة هذا الثابت» وأن نهاية حاصل 


ضرب اقترانین عند عدد ما تساوي حاصل ضرب نهایتی الاقترانین عند هذا العدد. فکیف AZ‏ 
نهاية حاصل ضرب ثابت فى اقتران عند عدد ما؟ 


5 





ACC 


ادا كرمع En m Rê EE EE‏ شك ال زد حرم نرف 
سےا 


ناج ق(س) = ج ×نهاق(س) = ج×ل 
e‏ 


يمكن تعميم ام زاین الأول والثالث من النظرية (۲) على أي عدد من الاقترانات وفق النتيجة الاتية: 


نتيجة © ”7 


إذا كانت نهاية كل من ق (س) » ق (س)» ...ق (س) موجودة عند س = أ فإن: 
6 نها(ق(س) + ق(س) + ... + ق(س)) 





سع | 
-نیاق(س) + نهاق(س)+... + نهاق(س) 
l<‏ س->أ سےا 
۲ نها (ق(س) ۳ ق (س) x Ghi‏ ق(س)) 
سےا 
= نهاق(س) × نهاق(س) × ... × نهاق(س) 
E‏ ا ا 


لاحظ من الفر ع (Y)‏ للنتيجة (Y)‏ آن: 
نها (ق(س))” - نها ق(رس) x‏ ق(س) X...X‏ ق(س) » حيث ل عدد طبیعی . 
Í‏ 7 ل7سس ت > j w—‏ 


س->۱ س->| 
< ناق(س) ۷ نهاق(س) كا.. .كا ناق(س) 
سےا سےا سےا 
ل بي ب ا ابيا 
ل من ارات 
-رنها ق(س))” 


س->| 





مثال )6( 


حد قيمة کل ما يأتى (ان و حدت): 


)۷ - نا( س ٤س - هس‎ (Y O 
Y<— س ۳ س‎ 

الحل 

۱( باس ھاس <(۳) - ۲۷ 
سر -> ١‏ 

ا nsn‏ 5 ناس" + ol‏ 207 نها۷ 
س -> ۲ کک > Y<—‏ س -> ” س -> ” 


<-(ناس)+ ؛(نی_اس) — هنهاس- نها" 


سر >> ۲ سن -> سرح | سر Ye‏ 


۷-۱۰-۱۸ < ۷ 
الاقتران الوارد في الثال السابق هو اقتران کثیر حدود. ومن النتائج السابقة يمكن صياغة النتيجة الاتية 


7 en 
تسس‎ ww... 





إذا كان الاقتران ق کثیر حدود. فان نها ق(س) = ق(1) 


س->| 


أي إن نهاية اقتران كثير s ALI‏ عند عدد ما تساوي قيمته عند هذا العدد» و تحسب بالتعويض المباشر. 


عثال © 


جد قيمة نها ( ۳سا + هس + ۷) 
س -> ١‏ 


الحل 
مما أن ق(س) = ۳سا + هس + ۷ اقتران کثیر حدود» فإن: 
اق(س) = ق(۱) = ۱(۳) "+ ۱(9) + ۷ - ۵ ۱ 


١ >- س‎ 


۳1 





CET 


جد قيمة كل مما يأتي : 


)٩ + ارس هس + ۶س‎ )١ 


س>- ۱ 


6 حاوس مار رك‎ (Y 


مثال (ه) 
إذا علمت أن نها ( ق(س) + س a= ) ١+‏ فجد قيمة نال(رق(س))" 


الحل 
نحد نهاق(س)أولا. 


س -> ” 


نها(ق(س) + س + ۱) = ٩‏ 
س -> ۲ 


ikiwa" a يا‎ 


1 بره 
نفاق(س) ۲۰ ۱7 - ٩‏ 
سس ۲ 
یاق(س)< ۳-۹ < 1 
س ۲ 
لذا فان: نا (ق(س))" -(نها ق(س)) <(0) = ۳٩‏ 
> -> ” سس ۲ 





CET 


HN o‏ -۳۰)<ه » فجد قيمة نها ۳(ق(س))" 


هه اد 


۳۷ 


(Q) مثال‎ 


س +۱ »س < ۲ 
إذا كان ق(س) = 
۲ 


سس <> > ۲ 


فجد قيمة كل ما يأتى (ان و حدت): 


(à‏ ق(۲) (Y‏ نها ق(س) 
سر -> ١‏ 
(Y‏ نهاق(س) £( نهاق(س) 
س -> ١‏ > -> ” 
الحل 


لاحظ أن ق اقتران متشعب» ومنه: 
)١‏ ق( = )=£ (لماذا؟). 


۲ اق(س) <نها(هس +۵20۱ ۱۷+ 1-۱ 


Ts | س->‎ 


۳ نهاق(س) - نهاس = )= ٩‏ 
س -> ١‏ س -> ١‏ 


£( لاحظ أن س = ۲ هی القيمة التى يتشعب عندها الاقتران. 


١١ ١ + ؟الوه-)١+ ناق(س) -نها(هس‎ 


K a. K = 

ناق(س) -نهاس۲(<۲) =£ 

س۲ سسه ۲۲ 

مما أن نهاق(س) ۶ هاق(س). فان نها ق(س) غير موجودة. 
kam" iT.‏ س 


۸ 





اذا کان ق اقترانا متشعباه و کان الاقتران ق پتشعب عند س - آ؛ فان 
ناق(س) تکون موجودة إذا كانت ناق(س) -نهاق(س) 


سر سے | سےا Kia‏ 





00, 


سر" + ۱ <> Y>‏ 
0 إذا کان ق(س) - 


ءس- ۲ »س > ۳ 


فجد قيمة كل ما یأتی (ان و حدت): 


|( ق(۲) ب) ناق(س) 
سر -> ١‏ 

>( ناق(س) د)نهاق(س) 
سس ع Ye‏ 


۱ س‌+۱4 ۰ ۰س‌3ص 
۲ ذا کان ق(س) = 
š‏ + ۱ > س 7 ص 
حيث ص = مجموعة الأعداد الصحیحت 
فجد نهاق(س)(إن وجدت). 

a‏ يح 


© Jin 


+ ۱ » س Y>‏ 
إذا كان ه(س)<م ۲۰ » س < ۳ 
ا »س > ۲ 

وكانت نهاه (س) موجحودة» فما قيمة الثابت أ ؟ 


Y <_>” 


"1 


الحل 
ما أن ناه (س) موجودق فان ناه (س) = ناه (س) 


س ۳ س ۲ سس ۳ 


)۱ + نها(س" + ۱) = نها (أس‎ .٠. 


a" دنا‎ 


١ +۳ = ۱+۲)۳( ومنه:‎ 


۱ +1۳ 2 ۸ 
۱۳ - ۷ 
٩ أت‎ 





ے تدریب @) 


هس - »س < ۱ 
اذا كان š‏ = 
9 2( ب رآ دلا »س کا 


و کانت نهاق(س)- ۱۰ نهاق(س) موجودة. فما قيمة كل من الثابتین: d‏ ب؟ 
۳۰ سيك 


۵س » س << 
(Y‏ إذا کان ق(س) = 
ç ۶ ۰‏ س <| 


و کانت نها ق(س) موحودة فما قيمة الثابت أ ؟ 
ےا 
س 





۱) إذاعلمت أن ناق(س) <۸. ناه (س) = -۲» فجد قيمة كل ما يأتى (ان و حدت): 





ر -> 5 س -> 5 
أ) نها(:ق(س)+ ۲ه (س)) ب) نها (ق(س)- ١ه‏ (س)) 
س-> 5 س ۳ 
ج) نفا(رق(س) × ه (س)) د)نهاهةق(س) 
س-> 5 ر Y<‏ 
ه)نها(؟ق(س)+ 6 و)نها((ه(س)) + ۳س - ۷) 
س -> 5 س -> 5 


ز)نها(؟ق(س) + ۳ه (س) + ۲س + )٤‏ 
ب >> ”| 
(Y‏ جد قيمة كل ما يأتي : 


)۷ - ا(۲س*؟-هس۲۱+۲"س‎ ) | 
Y <_> 


—( نها(" + ١)(س"+‏ هس (Y—‏ 
سر -> ١‏ 


>( نها(س۲+۱) 


١ ->- س‎ 


(Y‏ إذا كانت نا ( ۳ ق(س) + ۲س + )١‏ = ۰۲۷ فجد ما(قس) 


Y —<—_‏ س د 


(š‏ إذا كانت نها(مس' + هس +۱) = Yo‏ فما قيمة الثابت م؟ 
ر -> 5 

š _ ,. 2. ۱ +_ Š 

°( إذا كان ق(س) = > فجد قيمة كل مایاتی: 


2 سا 4 س > ٠‏ 
أ)نهاق(س) ب) نهاق(س) >( نهاق(س) 
V<‏ س->- Y‏ س ->, 


5 ١ 


ç A+ ۱‏ س عي ۳ 
7 ادا کان ه (س) -< 


e 4 ۸‏ 
فجد قيمة كل مما يأتي: 
آ) ناه (س) ب) نهاه (س) ج) ه (۳) 
بن o‏ س -> ١‏ 


اس شس 
۷) ذا کان ق(س) = 
UO‏ دا < س > ۲ 


و کانت نها ق(س) مو حودة فما قيمة الثابت Q|‏ 
س -> ۲ 


سر" + ۱ > > < ۲ 
(A‏ إذا کان ق(س) = هس ۰ ۲ 2س 12 
مر" - 1 > س > 1 


سح 


فجد قيمة كل من النهایات الاتية (إن و حدت): 


[) ناق(س) فا == (u‏ 
سر س> , س ۲ 
ج) ناق(س) د )نهاق(س) 
س >> aT",‏ 
۳س أ “< س > ۲ 


= ذا کان ق(س)‎ (á 


و کانت نها ق(س) موحودة فجد قيمة الثابت Q|‏ 
سر ۲ 


۲ ۲ 


imit of Quotient of Two Functions نهاية خارج قسمة اقترانین‎ 


. آس +۱ ی‎ TT 
إذا كان ق(س) = »فما قيمة نها ق(س)؟‎ 





لاحظ أن ق هو اقتران نسبي لأنه خار ج قسمة اقتراني كثيري حدود» هما: س +۰۱ سآ ١+‏ 
والنظريات التي درستها سابقا لم تناقش هذه الحالة؛ لذا فإن نهاية هذا النو ع من الاقترانات يمكن 
إيجادها باستخدام النظرية الاتية: 


فريك سن لسك kuwa‏ حقيقية و کانت نهاق(س) ل, اسك رواش (س) - 2 فان؛ 
۳ سا 





ر 


à‏ م 
کی هس سمشم 2 


i=‏ ه(س) نهاه(س) ك 


س >| 


C 








E (‏ 
س->]أ ه(س) 





غير موجودة ¿ إذا كان ل > صفرا ‏ ك = صفرا. 


(A) مثال‎ 


إذا علمت أن نها ق(س) = 1 نهاه (س) = -۲» فجد قيمة كل مما يأتي: 





e‏ وعدن 
0 ۱ ق(س) 0 ق(س) + ۲س 
س-> ١‏ ه (س) س ۱ > (س) + ۲ 


0 








۱ ناق(س) 
(١‏ ف(س) = س —_ = 5 = ۳ 
س->١‏ ه (س) ناه (س) ۲ 
س -> ١‏ 


۱ اق(س)+۲س نهاق(س)+نها۲س 
را tA N‏ مسا 
,—, ه(س)+۲ نهاه(س)+ ۲‏ هاه(س)+نه YL‏ 


س-> ١‏ س-> ١‏ س-۱ 


۹ ۳+ 


'  Y+Y— 





عثال (۲) 


جد قيمة النهاية في كل ما يأتي OD‏ وحدت): 




















E‏ ۱ ده 
0 ھا ¿(v‏ ا 
. 0 
۳ نا 
س-->ه١‏ س ‏ ۱ 
الحل 
۱ ماس + ° 
0 نها كت ا Ps‏ 
eska‏ ۲۰۳ ارس (YT‏ ° 
ye‏ 
(v‏ سے 2۹ے _ 
o<—_‏ س + ١ e Fo YO‏ ب ۲ 


(Y‏ عند تعویض س = ۰۱ يتبين أن القام یصبح مساویا للصفر وأن البسط = ه؛ لذا فان النهاية غير 


۳ 





CET 


جد قيمة النهاية لكل ما ياتي (ان وجدت): 


را د س۲ س + ۲ 
EAA‏ را ۱ 
۲ كك £(¿ UL‏ - — 


في بعض الأحيان O S‏ ناتج التعویض الباشر بقيمة س في الاقتران النسبي صفرًا لكل من 
البسط والقام ولا تعد هذه القيمة معينة لأنها لا تساوي عددا بعینه؛ لذا یکتب الاقتران على 


صورة مكافئة باستخدام إحدى الطرائق الاتية 


التحليل إلى العوامل» الضرب في مرافق الجذر التربیعی» توحید القامات ثم تستخدم نظریات 
النهایات كما فى الأمثلة الانية 


 )©( مثال‎ 


UO 8‏ — ۰اس 
سع ۲‏ س-۲ 
الحل 
ناتج التعویض الباشر لكل من البسط والقام صفر» و کل منهما کثیر حدود؛ لذا نحلل البسط 
با خراج هس عاملا مشتر کا. ۱ 
١٠١ UO‏ دس )<( 
مس ۲ س - ۲ س۲ کےا سس ۲ 


۱ 


هثال )€( 


۲+ هس + 1۲ < 
)١‏ ; | س س (Y‏ : | سس ۸۰ 








س-> ٩  ؟س Y‏ سر Y<—‏ عن دا 
الحل 
)١‏ لاحظ أنه لا .عکن استخدام نظریات النهایات في إيجاد قيمة النهاية في الفرعین (لاذا؟). 
s‏ سا+ هس مب اس + 000 (س+۲) 
س-»ه- م س۲-٩‏ س-> ی (س م لمر ` ب ببحم (س-۳) 
ارا 
; 1 
۱ ۸۱ (س-۲)(س] + Chou Y‏ 
(v‏ ناد هی . سس (s 2 e‏ 
س -> ۲ bora‏ س Yu Y<—‏ 


١ 
($ + (سعل)(س+۲س‎ r 





= ۱۲ 
۳ سر 
CET‏ 
جد قيمة كل ما يأتى (ان و حدت): 
واس V‏ _— 
ب ۳-۹ س + ۲ م۲۶ هس ١.١‏ 
سمه دسم س + Y‏ سس ۳ سآ ٩‏ 


E 


مثال (ه) 





بجد نها ۳۷ ۱ _ 
س -> ١‏ س ‏ ۱ 
ما أن نهاماس  =١‏ .., نهاس - ١‏ - ۰. فإنه لايمكن استخدام نظريات النهايات. 
سر ركد 
ولان مرافق ( س - ۱) هو (رآس + ١)؛‏ 
١‏ 
فانه يضرب في المقدار: r.‏ (اذا؟). 
۱ 0 
س - ۱ اسا ي (آس +۲۱ 
نا - نا 
و ددا سه Y‏ سر -> ١‏ س - ۱ اس (راس + ۱) 


بح هد لاب لتك 
۱ (میحرل (اس +۱) سإ OV)‏ + ۱) ۲ 






حل مثال (5 ) بطريقة آخری مستخدمًا تحلیل القدار (س — ۱) فرقا بين مربعین. 


| تدریب 60 


جد قيمة كل ما ياتي (إن وجحدت): 


0 انب _ آس ۱۶ _ 0 باس +۲۲ 
س->ه V‏ س +۲۰ ده ا وال 


YV 


(Q) مثال‎ 


۱ ۱ 
E T 5‏ ا 
س -> ” كس 5 


الحل 
لا عکن استخدام نظريات النهايات (لماذا؟). 
لاحظ أن البسط يمثل عملية طرح كسور؛ لذا يجب توحيد المقامات في البسط: 


١ ١‏ حش 
سس ۲ ل 
س Y<—‏ كس ع > Y<—‏ كس £ 


سر 
س۲ ۷۲س(۲س-؟) 


ڪل 


هسب (لاذا (-0؟). 
س e‏ 


۸ اس‎ Y 











YA 





s‏ دح 


)١‏ إذاكانت نهاق(س)- < ۳ ناه (س) a=‏ فجد قيمة كل مما يأتي (إن و جحدت): 





س ۲ v<‏ 
ابي فلس سا مس *۱_ 
س۲ ه (س) س۲ ق(س) +٣‏ س -ه 


(Y‏ جد قيمة النهاية في كل ما يأتي عند النقطة المبينة إزاء كل منها (إن وجدت): 





Í‏ ( ق یز 
لل Ç‏ > 
و س ° ac iE‏ 
E‏ 
ب) ھ(اس)= سس س ۱ 
س - ١‏ 
س؟ ‏ لاس £ 
ج) ره س-ه £ 
سرا YV‏ 
ل ١‏ 
— ۲ ° 
ه) ل(س) - تس س- ۷ 
س ١8‏ 
اس +۱1 ۴ 
( د(س) = — Ç‏ س- ۸۱ 
s sus‏ 
G "G‏ 
Ç‏ س V<‏ 


د ر 


۳ 


ق(س) — ق(٩)‏ 
ا كان š‏ = بر » فحد نا ا 


š |‏ ۱ = ۰۲ فبين أن : 
£( إذا علمت أن نها ق(س)=-۷)» ناه (س) = ۲. فبین 


س-> و بو ڪي 


؟"ق(س) ‏ ۲ه(س) _ 


ر > 0 ق(س) + س + ۷ 


ق(س + ه) — ق(س) 





۰ دی ۰ 
°( إذا كان ق(س) = لغ — e x‏ ه 
1 و 
ف بع يه 
س -> ١‏ س 


(*) السؤال من أسئلة الاختبارات الدولية. 


£. 





Tit of nth Root Function | In بهایه افتران الجذر النوني‎ 


إذا كانت نهاق(س) <-۸ فجد نها ق(س) بس +۲ 


بن كت Ss‏ ۳ 





فحن الإجابة عن السؤال السابق باستخدام النظرية الاتية: 


شي 


إذا کان أ» ل عددین حقيقيين» و کان ن عددا طبیعیّاء وكانت نها ق(س) = لء فإن: 
س > ا 





ادي الل ابر 
1 س > 


س >| 

هد کان ن عددا ره چا فانه ینترط اد ل I‏ 

بمكن القول إن نهاية الجذر النونی لاقتران عند عدد ما تساوي الجذر النوني لنهاية الاقتران عند 
هذا العدد وانه إذا كان ن عددا زو => وجب أن تکون نهاية الاقتران موجبة. 
متال )١(‏ 
إذا کان ق(س) = ۷ س +۳ ٠ه‏ (س) = ,أ س + ۳ » فما قيمة كل مما يأتي : 


)١‏ نهاق(س) (Y‏ نهاق(س) 
us‏ ;1 1 

(Y‏ ناه (رس) (t‏ نامه (س) 
۱ سە ىر 


5 


الحل 
G‏ نیب اف(س) = نالاس +۴ = ۸۷ ۲ 
(Y‏ نی.اق(س)- نی[ س س +۳ = 1 - 

ل -- سن 


Y= í ۷ < Y+O و هسا/‎ Qhi 


£( لاحظ أن ن = ۲ (عدد زوحی)؛ نها (س + ۳) = -ه (قيمة سالبة) 


س ->-- ى/ 
بسا( = نها س + ۳ غير موجودة؛ نظرًا إلى عدم وجود جذر تربيعي 
س -> ۸۸ س > 
حقيقي للعدد السالب. 


مثال (۲) 


إذا كانت نها ق(س) = ٤‏ ۰1 فجد قيمة کل مایأتی: 
۰ 


)١‏ نها ق(س) ؟) نها ق(س) 


و ون < 1 


الحل 
O‏ ا3 - اق - ty‏ - ر 
E v<‏ 


۲ نهام ق(س) = £ ۰ ۴۲ ۸ ] 


Ve س‎ 


CET 


إذا كانت نها ق(س) = Yf‏ ناه (س) = ۸» فجد قيمة ما يأتى (إن حدت): 





م رم 
V) —‏ ق(س) - ه (س) + س ه (س)) 


سس ت 


ا“ 


ان ا s‏ ري ی ۱92 
کت 


نها ق(س) تکون موجودة. ولكنء ماذا لو كانت نهاق(س) .؟ 


۳۶ س | 


لس > ۵ 


لاحظ أن نها سه = . (لاذل؟). 


س ڪن 


في حين نها ۷ س — © غير مو حودة (لماذا؟). 


O >- س‎ 


وما أن نها س-ه نها س-۰ , فان نهااس -ه غير موحودة. 


سه و سح - س-> ۵ 





هتال (۲) 
جد قيمة کل نهاية من النهایات الاتية (إن وحدت): 


Vie‏ لاس5 


دا L ss;‏ 
(v‏ ها س - ٩‏ 4) نھ ۷(س )٩-‏ 
س رح 


الحل 
۱( إذا کان 4 ) فان س - ٩‏ > ۰ و منه : V.‏ س ٩‏ = 


تا 


(Y‏ إذا کان که فاد س — ٩‏ >¿ و منه. yl‏ س عير مو جو ده. 


د 


۳) مما أن V‏ س vs‏ بعصا غير مو جو ده. 


E. k a" 
٩ < عندما تكون س > 24 و عندما تکون س‎ .< )٩ — لاحظ أن (س‎ (٤ 


ومنه: ا / (س ب € = 
س -> 4 





CET 


جد نهاية كل اقتران من الاقتر REE‏ 22 (إن و حدت): 


© نها آس 1 © نی 
س >> س-> ١‏ 

١ نا / س  ۱ :)نه7,اس‎ (Y 
5 بر حت‎ -١>-س‎ 

)نها ۷سا ٦)نھا‏ ۷ اس 
سر -> ١‏ د جد 






31 خالد أنه إذا كانت نها ق(س) = صفرًاء فان نها V‏ ق(س) تكون دائمًا غير 


س-> | س-> | 


مو جودة. ناقش صحة اذعائه معززا إحابتك بالأمثلة. 


ع 





ل "هه 


۱) إذاعلمت أن نها ق(س) --15. فجد قيمة كل ها يأتي OD‏ و حدت): 
۳ 


L ¿(Í‏ ق(س) 


س —< ۳ 


ب) نا۷ ق(س) 


س > ؟ 


ج) نها( ۷ ق(س) + س + هس-۳) 


س-> 5 
© نها( کا بس -ه) 
وذ عي 


(Y‏ جد قيمة كل ما يأتى (إن و حدت): 


أ ) نها س ”م 


سے ۳+ 


ب ) نها( ۷ ۳ -س +س4-۲) 


س > نح 





—( نا ; š‏ سر 


س‌سه - ۲ 


د )نها Y‏ £ سس 


v< 













































































الشکل (۱-۱). 











š 
0 
ب‎ 
ë 
I 
0 
= 
= 
5 





=. 
2 
më 
s" 
= 








55 53955 























£ 
و4 


مل ال 


£ 


٤-١ (‏ 16 نم أجب عن السؤًا 


ا 





© تحدد نقاط عدم الاتصال لاقترانات 


5 ٠ 
. لته‎ 
فى هه‎ 


4 


Ç‏ تطبق نظریات الاتصال فى بحث الاتصال عند نقطة 


لمجموع اقترانین» أو الفرق بينهماء أو حاصل ضربهما. 


3 ۰ 
° 


© تفسر مفهوم الاتصال عند نقطة هندسيًا. 





ماذا تلاحظ على منحنيات الاقترانات: ق» ه ل» 1 
يتبين من الشكل )١ 4-١١‏ آن: 


عندما س = ۲ 
° ناه (س) غير موحودة؛ لأن ناه (س) ۶ ناه (س). فظهرت قفزة فى 
و Ss‏ سس ۳۲ ١‏ 


منحن الاقتران — عندما س = Y‏ 
ه نهال(س) ± ل(۲)؛ لذا ظهرت فجوة في منحنی الاقتران ل عندما س = ۲ 


e= 
نا ع(س) موجوده. هاع(س)< ع (۲). ولم یظهر انقطاع في‎ Y= (Y)£ 0 
هت‎ 2 Yo 
۲ = منحنی الاقتران ع؛ لذا یوصف الاقتران ع بأنه متصل عندما س‎ 


الاتصال في النحنی عند قيمة س الحددة. 





دج 


يكو ن الاقتران ق متصلا عندما س =| إذا تحققت الشرو ط الثلاثة الاتية: 


)١‏ الاقتران ق معرف عندما س - أ ؛ أي إن ق(1) عدد حقيقى. 
(Y‏ نهاق(س) موحوده. 


Z 
.)1( هاق(س) -ق‎ ۲۳ 

s 
أما إذا لم یتحقق شرط أو آکثر من هذه الشروط فان الاقتران ق يكون غير متصل‎ 
ETE 


۷ 






الاقتران کثیر الحدود متصل دائما عا | | 
هل الاقتران کثیر ود متصل دائما عندما س = d‏ حيث أ عدد حقيقي؟ برّر إجابتك. 


)( Jü 


۲ 
إذا كان قس) - سا + ۱ »> س Y>‏ 
هس ۵ ۰۰ س YS‏ 


فابحث اتصال الاقتران ق عندما س - ۲ 


الحل 


الاقتران ق اقتر ال م متشعب عندما س = Y‏ 
)١‏ ق معرف عندماس ¿Y=‏ ق(۲) < ۲ - ه - ه 


(Y‏ نهاق (س) = amu‏ فا (Y)=‏ + - ه 


و 
تهب ف(س) E E i eS‏ 
ç .'.‏ اق(س) ه 
١ J.‏ 
۳ هاق(س) = ق(۲) = ه 
س ۲ 


أن الاق" أن ق =< : 5 
بما ان الاقتران ق شروط الا ۱ = ۲ فان الاة 

۱ حمق شرو تصال جمیعها عندما س = ۲. فان الاقتران ق متصل عندما 
وڪ 





CET 


سرا Y+‏ » س < ۱ 
إذا كان ق(س) = اس » ۱ < س Y>‏ 

را ۱۸ ۰ س > ۳ 
فابحث اتصال الاقتران ق عند كل مما يأتي : 


Y= س‎ (Y ۱ = س = . ۲ س‎ )١ 


(v) مثال‎ 


س + ۲۳ ç‏ سن عي | 
Q 4‏ لس جد 
فابحث اتصال الاقتر ان — عندماس = - ۱ 
الحل 
(١‏ ه معرف عندماس  -‏ ۱ ۾ —=(Y—)—‏ £ 
5) ناه (س) = نارس + 20۳ -۱+ ۲-۳ 
س -> - ١‏ س -> - ۱ 
(Y‏ نهاهر(س) 7۶ ه )١-(‏ 
س 


ے۱“ 


5 الاقتران ه غير متصل عندما س ١  -‏ 


CET 





إذا كان ق(س) م ۲۳ 


فابحث اتصال الاقتران ق.عتدماس < ۲ 


2 


(e) مثال‎ 


أس + ۷ < > < ۳ 
إذا كان ق (س) 
س + ۱ < > > ۲ 


و کان ق متصلا عندما س = ۳ فجد قيمة الثایت أ. 


الحل 

ما أن ق متصل عندما س Y=‏ (القيمة التى یتشعب عندها الاقتران)» فان نا ق(س) 
1 س > ۳ 

نهاق(س)- نهاق(س) 

عدا تا 5 


نارس + ۷) -نها(س + ۱) 


Ë Las: 9 
۱+۳ = ۳ 
£ = ۷۳ 


۳ ام 


عثال (و) 


۲  س‎ cç ۷۰ + 


Y. 


اس < س Y=‏ 


إذا كان ق (س) = 


و کان ق متصلا عندما س = ۰۲ فجد قيمة الثابت أ. 


الحل 
ما أن ق متصل عندما س = ۲ (القيمة التی یتشعب عندها الاقتران)» فان 
ناق(س) <ق (۲). 


ia: š 


ع 
نها(س؟ ب )١٠١‏ = ۲| 


سن ->؟ 
۳ 1 
IY= ۱۰ + ۲‏ 
۳ 
۸ = ۱۲ 
Pë ۵‏ | 
| < ۳-۰۳ 
عتال (e)‏ 
۲آس + ب < > Y>‏ 
إذا كان ق(س) = ۸ ۳۳ 


أس؟ + ۲ب س 4 س > ۲ 


الحل 
U.‏ أن الاقتران ق متصل عندما س Y=‏ فان ناق(س) = ق(۲) 
س ۲ 
. ناق(س) = ق(۲) ومنه: نف(۲آس + ب) = ق(۲) 
='i K. =‏ اا 

أي إن: £ (Y | sssswecesasnaqusaqawq A= — +I‏ 
وآیضا نها ق(س) = ق(۲)» ومنه: نها (أس] + ۳ب س) = ق(۲). 

س >۲ س >۲ 
أى إن" ك0 n‏ 


اه 


ولایجاد قيمة كل من: أ» ب» يمكن استخدام طريقة الحذف والتعویض لحل النظام الکون من 
العادلتین: (۱) و (Y)‏ الخطيتين.عتغيرين. 
٤أ‏ + — A=‏ 
-(15+ ٦ب‏ = ۸) 
e‏ 
بالتعويض في المعادلة (۱): 
لب << ۲ 
A = +Í £‏ 
l .'.‏ = ۲ 


CET 


0 إذا كان ق (س) = 





لاس" بع »> س<-۲ 
ا < س < ۲ 
وكان الاقتران ق متصلا عندما س = ۲ فجد قيمة الثابت أ. 
آس + ۳ »> س < ۱ 
؟) اذا كان ق(س) -م ‏ ۷ ۰ س < ۱ 


س سس لب > س > ۱ 


0 





۱ اعتمادٌا علی الشکل (۱۵-۱) الذي عثل 
الاعداد الحقيقية» حدد قيم س التي يكون 
الاقتران ق عندها غير متصل. 

سا ١‏ » س < ۱ 


- إذا كان ق(س)‎ (Y 
۱ اس > > ك‎ 


فابحت اتصال الاقتران ق عندما س = ۱ 





لل- ۳ س ع ١‏ 
(Y.‏ إذا كان ه (س) - ٩‏ س+ ۱ 


Y= س‎ » Y 
۱ = فابحث اتصال الاقتران ه عندما س‎ 


سر Y+‏ ۰ س < -۱ 
G‏ اذا علمت آن ق(س)ع<م هس ۱۰ <س < ۱ 
Y+‏ ۰ س > ١‏ 
فابحث اتصال الاقتران ق عندما: 
(Í‏ س-١‏ ب) س < -۱ 


7 س 

s E 
۲ ۾ اه _- س‎ ۰ 

°( إذا كان ق (س) = 


وس ل ۲ © سن > | 


وكان الاقتران ق متصلا عندما س = ۳) فجد قيمة الثابت م. 


o Y 





س +| < > Y>‏ 
`( اذا كان ه (س) = Y= O < A‏ 
ب س ل 1 < > > ۲ 


وکان الاقتران ه متصلا عندما س = ¿Y‏ فجد قيمة كل من الثابتین: أ » ب. 


5 < س < ۱ 
(V‏ إذا كان ل (س) - 3 “< س ح ۱ 
أس" داب +۲ » > ١‏ 


وكان الاقتران ل متصلا عندما س = ۱ فجد قيمة كل من الثابتين: أ ب . 


وك عد ا 


قيمة ق( ۲). 


° < 








Continuity Theorems نظريات الاتصال‎ 


إذا كان ق» ه اقترانين متصلین عندماس - أ : 
)١‏ هل (ق + ه) (س) متصل عندما س =| ç‏ 
۲( هل xë)‏ ه) (س) متصل عندما س =| ؟ 
۳ هل CSS‏ (س) متصل عندما س = أء حيث ه (أ) < ۲۰ 





للاجابة عن هذه الأسئلة» بمكنك الاستعانة بالنظرية الاتية: 
تم 
اذا کان الاقترانان ق» ه متصلین عندما س < آ) فان : 
۱( ق + ه متصل عندما س د أ 
07 ق - ه متصل عندماس - | 
۳ ق ۷ ه متصل عام كا 
"r‏ = 5 را 
(٤‏ = متصل عندما س I=‏ إذا كان ه )١1(‏ ع 





° ۳ 
۱ و و اس — 
ادا کان ق( س) = س + هس » > (س) = 

س0 > س > ۰ 


وكان ل(س) = (ق x‏ ه) (س)» فابحث اتصال الاقتران ل عندما س = . 
الحل 
نستخدم نظریات الاتصال: 
)١‏ نبحث اتصال الاقتران ق عندما س = . 
ق اقتران كثير حدود متصل لكل قيم س؛ لذا فهو متصل عندما س - 1 


؟) نبحث اتصال الاقتران ه عندماس = . 
x ۵ =(.)—‏ ۾ سڪ م 


نهاه ر(س)- نها(هس)< Xo‏ < , 
1 .= 


س —< ۰ 


ب =( .)= 


دك د 


ما أن ناه (س) نهاه (س). فان نها هھ (س) = صفرًا. 
سس و سه ,5 ”_—< . 

وأيضا نهاه(س)-ه(.)-. 
س -> . 


.'. ه (س) اقتران متصل عندما س = . 


. = الاقتران ل متصل عندما س = ۰ ؛ لأنه حاصل ضرب اقترانین متصلين عندما س‎ (Y 







=| المثال )١(‏ بطريقة أخرى. 


| تدريب (6 


V اس د‎ 4 ١  س‎ 


Y <_> < = 8‏ 
فابحث اتصال Š)‏ + ه) عندماس = ۳ 
لاحظ أن نظریات الاتصال تشترط أن یکون كل من الاقترانین متصلا عند النقطة. فماذا لو 


كان أحد الاقترانین أو کلاهما غير متصل عند هذه النقطة؟ 
للإجابة عن هذا السوال» نفذ النشاط الاتي: 


آه 


Y- :‏ ۰ س<۲ 
أ)ابحث اتصال الاقتران ق عندما س = ۲ 
ب) ابحث اتصال الاقتران ه عندما س = Y‏ 
ج) جد حاصل ضرب الاقترانين ق» ه مفترضا أن م(س) = ق(س) × ه (س) 
د ) ابحث اتصال الاقتران م عندما س < ۲ 
۸ 


= إذا كان ق(س) = س + ه س + ۳ ه (س)‎ (Y 
س‎ 


۳ = ابحث اتصال الاقتران ق عندما س‎ ) Í 


—( ابحث اتصال الاقتران ه عندما س = Y‏ 


ج) جد ناتج جمع الاقترانین ق» ه مفترضا أن ل(س) = ق(س) + ه (س) 


۳ = ابحث اتصال الاقتران ل عندماس‎ E 





یتبین من النشاط السابق أنه لا .عکن استخدام نظریات الاتصال إذا كان أحد الاقترانین -على الاقل- 
غير متصل عندما س = أ لذا نحري العملية الطلوبة على الاقترانین أولا» ثم نبحث في شروط الاتصال 
عندما س = أ للاقتران الناج. 


عقال © 


سر » س < O‏ 
إذا كان ق( س ) دس ۲ + Yo‏ )هھ( )کس 
سس - س .۰ سک ه 


م(س) = (ق - ه) (س)» فابحث اتصال الاقتران م عندما س = ه 


° V 


الحل 
نستخدم نظریات الاتصال, فنبحث اتصال کل من الاقترانین ق» ه عندما س = ه: 
۱ ق(س) اقتران کثیر حدود متصل لكل قيم س؛ لذا فهو متصل عندما س = ° 
(Y‏ ه (ه) < Ye‏ 
اه (س)- ناس" - 
iz‏ ای 


سوه 


نتهاهر(س)- نها "#س - |٠١‏ 
س > 0 


سس > بم +1 


لم ه (س) غير مو جوده عندما س = ° 


o ۳ >‏ 
وهذا یعنی أن ه غير متصل عندما س = ۵؛ لذا لا بمكن استخدام نظریات الاتصال ويتعين ایجاد 


م(س) = (ق - ه) (س): 


O> سا “< س‎ (Ye + >) 


(ق- ه) (س) = 
) سر + (Yo‏ — ۲س 4 س > ه 
١ 5‏ “< س O>‏ 

= (e 
بر؟- ۲س + ۱ “< س > ه‎ 


والان» يجب بحث اتصال الاقتران م عندما س = ه : 
م(ه) = (۵)- ۳ كاه + 2۱۵ ۲۵ 
نهامه(س)- ۰۱9 نهام(س) < ۲۵ 


س-> و س-> ۲ 


لبا م(س) غير موحودة؛ لهذا فان م غير متصل عندما س = ه 


س > ۵ 


0۸ 





CET 


هر ا شع 
ادا كان ق(س) = س" + ه < ه (س) = 


۳ < س ا‎ Y° 
۱- = فابحث اتصال الاقتر ان م(س) = ق(س) × ه (س) عندماس‎ 


تعرفت أن الاقتران النسبي هو ZÚ‏ قسمة اقتراني كثيري حدود. وباستخدام الجزء الرابع من 


نظریات الاتصال يمكن التوصل إلى النتيجة الآنية: 





نتيجة 7 
فیچ یچ سس سس  —— sT<s n‏ 


الاقتران النسبي هو اقتران متصل لقيم س جميعها باستثناء أصفار مقامه. 


مثال (۲ 


جد قيم س OD‏ وجدت) التي یکون عندها کل اقتران ما يأتي غير متصل: 
)١‏ ق(س) = سر + هس + ۱ 


س ا 


(Y‏ ه (س) = س 


— ل(س) نات‎ (Y 
و‎ 


الحل 

(١‏ ق اقتران کثیر حدود متصل لقیم س جميعها؛ لذا لا يو جد له نقاط عدم اتصال. 

(Y‏ ه اقتران نسبی متصل لقيم س حمیعها باستثناء أصفار مقامه؛ لذا A‏ أصفار مقامه: 
س ۳ < ۰ < e‏ < ۲ 
.'. هھ غير متصل عندما س = ۳ 


0۹ 


: ل اقتران : نسبي‎ (Y 
بر الب اح‎ 
۱-۰۱ = سراح ۱ ه س‎ 


۱- < ل غير متصل عندماس - | سس‎ s.s 





CET 
: وحدت) التي يكون عندها كل اقتران ما يأتي غير متصل‎ OD جد قيم س‎ 
ق(س) كاير اعد شس‎ 6 


١ 
ه (س) - سس‎ 6۲ 
س انض يداد با"‎ 
sa = ل(س)‎ (Y 
و ا‎ 


GO V u Í@s 


س + 4 < س Y2‏ 





۱( إذا كان ق(س) = ° +U‏ س - ۱ » ه (س) = 


س + ۱ < س > ۲ 


و کان ل(س) = ۲ ق(س) + ه (س)» فابحث اتصال الاقتران ل عندما س = ۲ 


E sup 


€ سا »> س > . 


وکان ل(س) = (ق × ه) (س)» فابحث اتصال الاقتران ل عندما س = . 


س » > < ۳ 


(Y‏ إذا كان ق(س) سر" - 9 ه(س) =۱ ٠‏ سام 


_ » س > ۳ 


و کان ل(س) = ق(س) X‏ ه(س). فبین آن ل(س) متصل عندما س = ۳ 


(٤‏ إذا كان (ق + Ca‏ (س) متصلا عندما س = أء فهل نستنتج أن كلا من ق» ه متصل عندما 


س - ا؟ بر اجابتك. 


°( حل 9 ` 
قيم س OD‏ وحدت) التي لا یکون عندها N‏ 
۱ کل اقتران ما يأنيى متصلا: 


أ ) š‏ 
( ق(س) = سس" + ۱ 





00 8 كه ۱۳ 
سا وهس + 1 

بى ل )د ا ناا 
مس اس 

Y> > < Y + > ." 
۲ > س > س‎ 1 


1 





)١‏ اعتمادًا على الشکل )١5-1١(‏ الذي یمثل منحنی 
الاقتران ق» جد قيمة كل مما يأتي : 
(Í‏ ق(۲) 























د ) قیم س التي یکون عندها منحنی الاقتران ق غير متصل لشکل (۱۲-۱). 
ه) ((ق(س)) - س + ۲) 
س-> , 


n Y 
ذا کانت نهال(ق(س)) + ۲۹-۲ نهاه (س) <-۳, فجد قيمة كل ما يأتي:‎ (Y 
١ دعن لكا‎ 


|( وس (ق(س) + ١ه‏ (س) + س) ب) هم (ق(س) × ه(س)) 
- > 


۲ سر + ب > س < ۱ 
(Y‏ )15 كان ق(س) =( ۷ اس كر 
سر = ٤ب‏ 6 ۰ س > ١‏ 


وكان الاقتران ق متصلا عندما س = ١ء‏ فجد قيمة كل من الثابتين: أ» ب . 
£( جد قيمة النهاية (إن وجدت) في كل مما يأتي عند قيم س المبينة إزاء كل منها: 


ر + ۱ 
أ )ق (س) = ۷ ۳ - س كم سے -۱ 
س 


۲ 


عن — u‏ 
اس — ۱۰ 


۵ سس‎ ç 


—( ه (س) = 























(° 





س - ۲س + ۱ 


ا الام :سس عه ا 
۷ ۲ 
— ۲۷ 
د = — Y‏ 
) م(س) س م < تس 
١‏ ۱ 
۲ ۲ 
ه) د(س) ل ا “< س —< £ 
كس — ۸ 
۷ س + 5 — ه 
a‏ وزس )لل 4 هن V<‏ 
U‏ = £ 


۵س + 6 »س < ۱ 
إذا كان ق(س) = س' + هوس » ه (س) = 
/ + سرا » س >> ۱ 


وكان ل(س) = (ق + ه) (س) » فابحث اتصال الاقتران ل عندما س - ۱ 
اعتمادًا على الشكل (۱۷-۱) الذي يمثل 


منحنی‌الاقتران ق» ابحث اتصال الاقتران ق 


عندما س = Y‏ 


إذا کان کل من الاقترانین: ق ه متصلا 


عندما س = ¿o‏ و کان ه (ه) = »٤‏ 





ق(س) + س 


= ۰۱ فجد ق(ه). 
سه ۲ ه(س) 


الشکل (۱۷-۱). 








وت 


۲ 


Z ۳ —‏ 
(A‏ ذا کان ق (س) = م دس فما قیم س التي لا يكون عندها الاقتران ق متصل؟ 
E:‏ - اس i‏ 


O S ٩‏ هذا السوّال من خمس فقرات من نوع الاختیار من متعدد» لكل فقرة أربعة بدائل» 
و احد منها فقط صحیح. ضع داثرة حول رمز البدیل الصحیح: 
(۱) إذا كان م عددًا ثابتاه وکان نا (م سا — 4س + ه) = ه » فان قيمة م هی: 
و : 
(Í‏ ۱ ا ج) £ 3 
s‏ (س G-‏ تساوي : 
= 


۲۷ ب) -۲۷ ج) ۵ ۱۲ د)‎ ۱۲۵۰ (Í 


; e 
فان قيم س التى لا یکون عندها الاقتران ق متصلاهی:‎ — C - إذا كان ق (س)‎ (r) 
. . ۲ + عراب ۳س‎ 

أ( (ه ۰ ب) (-۰.۵] (Ya)‏ هه (-۲-۰] 


س ۱ ۰ س Y>‏ 


)2( إذا کال ه (س) در ۲ » س = ۲ Ç‏ فان نها ه (س) = 
kE °‏ 

سر ۰ سس > ۲ 
أ( ۳ ب ) ؟ ج) ۱ د) غير موجودة 


I 
: فان قيمة نها (ق(س))‎ ٩ = إذا كانت نها (” ق(س))‎ (e) 
yeu > عن‎ 


۲ ب ) ۸۱ >( ۲۷ د)‎ ۹ (Í 





الوحدة 





1 تخر O‏ ه قد 
مقادير ثابتة وأخرى متغیرة» و 
تعرفت ظو اهر متغيرة يؤدي التغير 
فيها إلى تغير في ظاهرة أخرى 


تتناول هذه الوحدة مفهوم 
معدل التغیر م وفيزيائياء 
وربطه.عشتقة الاقتران» فضلا عن 
قو اعد متنوعة في الاشتقاق لایجاد 
مشتقات اقتر انات ختلفة. 











Differentiation 





یتوقع من الطالب بعد دراسة هذه الوحدة أن یکون قادرّا علی: 


e‏ تعریف الشتقة الأولى للاقتران. 

e‏ ایجاد مشتقة الاقتران باستخدام التعريف هو قو اعد 
الاشتقاق . 

e‏ استخدام قاعدة السلسلة فى ایجاد الشتقة. 

© ایجاد مشتقات الاقتر انات: س" ¿ حاس» حتاس» 
ظاس. 

© ایجاد الشتقات العلیا لاقتر انات حتی المشتقة الثانية. 


1۷ 





Ç‏ تتعرف معدل التغير. 

© تحسب معدل التغير» و تطبقه عند حل السائل. 

© تفسر معدل التغیر هندسیّا وفيزيائًا. 

© سب السرعة الط 

© تحد قيمة مشتقة الاقتران الأولى عند نقطة باستخدام تعریف الشتقة. 
© تحد مشتقة الاقتران الاولی باستخدام تعریف الشتقة. 


ate of 6 





وما معدل التغیر السنوي في آرباحها؟ 


تتعامل في حیاتنا اليومية مع ظواهر عدة» منها الثابت مثل: درجة غلیان الماء في ظروف معينة» 
وعدد أيام الأسبو ع» ومنها التغیر مثل: درجات الحرارة خلال ساعات النهار» و السافة المقطوعة, 
و السرعة و الزمن. و متاز الظو اهر التغيرة بالزيادة أو بالنقصان. 

يعرف مقدار التغیر في س GU‏ لفرق بین قيمتي س عندما تتغیر س من س لی س L u‏ 
بالرمز ۸س » وتقراً : (دلتا س)؛ أي ان : 

۸س = سم - سم 


ومنه فان : سم = س, + ۸س 


| و 
` 








جد ۸س في ما يأتي : 
s (١‏ > س Y=,‏ 


۱,۷ - س = ۸و٤ » س‎ (Y 


الحل 
6 ۸س = u‏ ۲ 
—Y=‏ ۱ << ۲ 


(Y‏ ۸س = سې -س, 


د واا حدم Y.Y—‏ 





الحل 
لسر < سب - س, 
- یدب ۳ 
ها P‏ 
إذا كانت س, = صفرًاء فإن ق(س) = ق(۰) = ۰(۲) + ه = م 


وإذا كانت س = ۰۳ فان ق(س) = ق(۳) = ۳(۲) + ه = ٦‏ + ه - ۱۱ 


18 


لاحظ أن التغیر في س يرافقه تغیر في ق(س). وأنه پرمَز إلى التغير في ق(س) بالرمز ۸ق(س)» 
ويساوي ق(س,) - ق(س,)؛ أي إن: 
۸ق (س) = ق(س,) - ق(س,) 
إذا رمزنا إلى ق(س) بالرمز ص» وإلى المقدار ق(س,) بالرمز ص,» وإلى المقدار ق(س,) 
بالرمز ص, فان : 
۸ ق(س ) = ق(س,) — ق(س,) 
۸ص = ص - ص: 
.. مقدار التغير في قيمة الاقتران ق هو: 
3۸(س) = ق(۳) - ق(۰) 
(o T(.)Y)— (o +(Y)Y)=‏ 
A=‏ ده x=‏ 


(e) مثال‎ 


إذا كان ص = ق(س) = سا — ۰۳ وتغیرت س من س = ۳ إلى س,< ۲ فجد: 
۱ مقدار التغیر في س. 

(Y‏ مقدار التغير فى قيمة الاقتران ق(س). 

۸ ص 


۳( 
۸۵ س 





الحل 
)١‏ ۸س = سب -س, 
== ۲ ۳ - -۱ 
(Y‏ هما أن ق(س) = ص, » ق(س) = ص, فان : 
sss‏ دفن 


V. 


فق (س. ) — ق(س,) 

(Y ۰‏ - ق(۳) 00 
ر ۲۳۰۰۳ 

۳ v) 


0 


۱ 
س‎ ۸۵ š 








۵ = 


نسمی = ق(س). 
#9 معدل تغير الاقتران ص 
7 ۵ س 





s 
مما‎ 
سح‎ 
Ë 


ق عتلما 
لاقتر ان ق 
قب ه | 
اس 6 س فجد 5 
۳ > س < . 
ذا کان قرس 4 
اد 


= -۱ إلى س = ه 
نتخیر س من س = 


5 — ق(س,) 
ق(س,) 
ص aS Fd‏ 
5 ق(۵) — ق(-١)‏ 
(oe 0‏ 
هت( و 
1 وی 





وتدريب © 

جد قيمة معدل التغير في الاقتران ق لكل ما يأتي: 

۳ ق(س) = ۷ س عندما تتغير س من ۸۱ إلى‎ )١ 
۳ < ره ۱<س‎ 


۲ ق(س) - عندما نت ۰ ۲ ال ع 
فك س f‏ ۰ ۳ <س < ۷ تغیر س من ۲ إلى 


(v‏ ق(س) ۲ عندما تتغیر س من ۱ إلى ۰5 ماذا تلاحظ؟ 


£( ق(س) = ۲س + ۱ عندما تتغیر س من س = ۰ إلى س ۳ ماذا تلاحظ؟ 
التفسیر الهندسي لمعدل التغیر 


على الشکل (۲--۱): 


), جد معدل تغير الاقتران ق عندما تتغیر س برس ص‎ )١ 


من O”‏ إلى نس ء. 


(Y‏ احسب ميل المستقيم أ ب. 


(Y‏ ماذا تلا حنل؟ 





المستقيم أب يُسمّى قاطعًا لمنحنى الاقتران ق» ومنه: 


us‏ .تام 


s ا‎ ° 


hi 


ميل القاطع المار بالنقطتین: أ(س, » ص,) e‏ ب (س, » ص,) يساوي معدل تغير الاقتران عندما 
تتغير س من س, إلى س. 
عثال (e)‏ 


إذا كان منحنى الاقتران ق بر بالنقطتین: ‏ (-۰۱ -۳)» ب (۰۲ ۰۱۸ فجد ميل القاطع المار 


Jall 
)۳--( -۸ 5 
ua مت‎ 
)۱-( -۲ کی‎ "j 





| تدریب 60 


اذا کان ق(س) = ۸س]» فجد ميل القاطع المار بالنقطتین: (۰۰ ق(۰))۰ (۰۳ ق(۳)). 


إذا كان منحنی الاقتران ق < بالنقطتین: آ(۰۳ (V‏ ب »١-(‏ ل )» وکان ميل القاطع أب يساوي 


¿(Y —)‏ فجد قيمة ل. 





الحل 
ميل لالم S‏ 
O ١‏ - ۱ 
ل - ۷ 
۳ 
۳-۱ 
۲ = ل - ۷ 
اذن: ل = ۱۹ 


VY 


التفسير الفيزيائي لمعدل التغیر 
إذا 2 5 جسيم على خط مستقیم بحيث كان موقعه في اللحظة ن مُعرّفا بالقاعدة ل = ف(ن)» 
وتغیرت ن من ن, إلى , » فان موقع الجسيم يتغير من الوقع ل = ف(ن,) إلى الوقع J‏ = ف(ن,)» 
ویکون تغير السافة هو ۸ ل» انظر الشکل (۲-۲). 
موقع الجسيم في اللحظة ن, موقع الجسيم في اللحظة ن 


U.‏ و8 08 س 
ل, = ف(ن,) اک 


الشكل (۲-۲). 
التوسطة £ للجسيم في الفترة الزمنية ا ومنه: 


_ شل ۵(ن)- ف(ن) 
ÛÛ OÛA C‏ 





هنال (۷) 

یتحرك جسیم حسب العلاقة ف(ن) = نأ + Y‏ حیث ن الزمن بالثواني» ف(ن) السافة بالامتار. 
احسب السرعة التوسطة للجسیم في الفترة الزمنية [ ۰۱ ۲] ثانية. 

الحل 

O‏ = ۱ تایه نك ۱ تایه 

السرعة المتوسطة للجسیم في الفترة الزمنية [ ۰۱ ۲ ] ثانية تساوي: 


Go)‏ - ف(ن,) 


e 4‏ 
ف( ف() 
ا ا o‏ 


۷ 


(YA) (+ )) _ 
۱ Y 
€ — V 


= ' = م م اث. 





إذا كان معدل تغير الاقتران ق فى الفترة [-۰۳ ۱]يساوي ۲ وکان 


ه (س) = ق(س) - س]آ» فجد معدل تغير الاقتران ه في الفترة [-۰۳ ١‏ ]. 


الحل 
س = 5 سم = ۱ 


ق(س,) - ق(س) 


وك ۱ 


ق(۱) - ق(-۳) 
(Y) (A)‏ 


| ق(۱)-ق(۲۳2) 
4 


ه (س,) - هھ رس ) 


معدل تغیر الاقتران > (س) = 
v‏ — 


)۲-( ه‎ (Y)> 
)۲-(-)۱( 


)۳-(-)۳-(3(--66۱(-)۱(3( _ 
1 


٩۹ + ره‎ (A) _ 
4 


E ق(-۳)‎ — (N) 
3 ٤ 





= ۲ ۲ 





| تدریب © 
إذا كان معدل التغير فى الاقتران ق فى الفترة ۱-۱ ۲] يساوي ۳ » وکان 


ه (س) = ۲ ق(س) + هدس » فجد معدل التغير في الاقتران ه في الفترة »١-[‏ ۲]. 


Gaif 


خحل المسألة الواردة فى بداية الدرس. 





E 





۱ إذا كان ق(س) = لاس - س" وتغیرت س من ۱ إلى 5» فجد: 
أ ) مقدار التغیر في س. 
ب) معدل تغير الاقتران ق(س). 





Y> ام .2 س‎ ۲ ۱ f 
= إذا كان ق(س)‎ (Y 
۷ < س‎ < ۳ ۰ ١ لاس ل‎ 
إلى ه.‎ ١ فجد معدل تغير الاقتران ق عندما تتغیر س من‎ 
ماقيمة تغير الاقتران ص = ۳ مس" عندما تتغير س من س, = ۲ .عقدار ۸ س =-۱؟‎ (Y 
V 2 خش‎ £ 5 
تل‎ ٩- إذاكان ق(س)‎ (š 
اس » ۳ < س < ه‎ 
و کان معدل تغیر الاقتران ق عندما تتغیر س من ۲ إلى ه يساوي 5» فجد قيمة الثابت أ.‎ 
ذا كان معدل التغیر للاقتران ق فى الفترة | ۰۱ ”| يساوي 5» وکان‎ (° 
[Y ۰۱[ ه (س) = ق(س) - س» فجد معدل التغير للاقتران ه في الفترة‎ 
إذا كان ميل القاطع لمنحنى الاقتران ق في‎ (Q 
فجد‎ »)١-( يساوي‎ (Y— Y) الشكل‎ 


قيمة 3( ۳). 





الشکل (۳-۲). 


V V 


(V‏ ذا كان ق(س) = ٣س‏ فجد ميل القاطع الار بالتقطتین: (۰) ق(۰)) ۰ (۰۲ ق(۲)). 


(A‏ مکعب معدني تعرض للحرارة بحيث تغیر طول ضلعه من )١(‏ سم إلى (Y)‏ سم. جد مقدار 
التغیر في حجم هذا الکعب . 


(a‏ ذا كانت المسافة التي یقطعها جسيم في أثناء سقوطه رأسيًا إلى أسفل تعطی بالعلاقة 
ف(ن) = ۱۰ن - COo‏ حيث ف المسافة المقطوعة بالأمتار» ن الزمن بالثواني» فاحسب 


السرعة المتوسطة للجسيم في الفترة الزمنية [Y »١[‏ 


VA 


المشتقة او .اه 


تعرفت سابقا معدل تغیر الاقتران ق» ه ستتعرف الان آن نهاية معدن ر الاقتران ق العرف 
على الفترة j]‏ ب ] تسمّى الشتقة الأولى للاقتران: 


ص = ق(س»» ورمز إليها بالرمز ق(س ). 





الشکل(4-۲)عثل منحنی الاقتران ق» 
والنقطتان: أ(س,»ص,))» ب( س,» ص ,) 


إذا S=‏ = النقطة ب على منحنى 
الاقتران ق مقتربة من النقطة أ لتأخذ 


الاوضاع ب کاب ¿t‏ فال القاطع أب 


< 


ر الأوضاع أب آأب, € مقتر Ú‏ 
من وضع المماس للمنحنى عند النقطة أ. 





أي إن ميل الماس عند النقطة (س > Was‏ آب 


ب-ع۱ 


(ó = نها‎ 
3 '— A 


تعلمت سابقا أن السرعة التوسطة في الفترة الزمنية من ن, إلى ن, + ۸ن لجسيم يتحرك على خط 
مستقیم وفق العلاقة ل = (O)—‏ هي ع » وتساوي: 

JA 5‏ ف(ن,+ 0۵)-ف(ن) 

id ۵۵ Š 





۷۹ 


0 


وأنه عندما /ن-> Q‏ ا 2ت š)‏ حال وجودها) : نسمّى السرعة اللحظية للجسیم 


وهي المشتقة الأولى لاقتران بال 





المشتقة الأولى للاقتران ق: 
المشتقة الأولى للاقتران ص = ق(س) المعرف على الفترة ]4 ب] هي اقتران آخر نرمز إليه 


بالرمز ق(س) ویقراً (ق فتحة د س) » حیث: 


A 
3(س) 0 9 نه ۱ ا دریطة و حود النهاية.‎ 
۸س‎ e e 


: رمزنا الی القدار ۸ س بالرمز ه فان تعریف الشتقة الاولی هو‎ Di 


| | ق(س +ه) - ق(س) | 


جم — م هم 


ق(س) = 





من رموز المشتقة الأولى قَ(س) , 2 


مثال )١(‏ 
جد المشتقة الاولی للاقتران ق» حيث ق(س) = ۲س + ۱ باستخدام التعريف. 
الحل 


۸ . j 
ق(س)‎ — (A + ق(س‎ | . : 
۸س‎ , > A 


( ۲( س + ۸ س) + ۱)-(۲س + ۱) 
۸س-> , ۸س 


۲س + ۸۲ س + ۲۰-۱ س ا 
A‏ < ۸س 


۲س 
مس->. ۸س 








مثل (۲) 


إذا كان ق(س) = ٦‏ - هس فجد ق(۲) باستخدام التعریف. 


الحل 
(v)‏ = ¦ ق( + ه) - ق(۲) 


ھچ < ٠‏ هم 


(xo -( - (۲(۵-۰+ه))‎ O 
هم . هم‎ 
۱۰۲ - ه‎ 9-۰-۰ 5 


جم — م هه 





CET 


إذا كان ق(س) = Y‏ + ٤س‏ » فجد ق(۲) باستخدام التعريف. 





بوضع ع = س + ه» عکن التعبير عن المشتقة الأولى باستخدام التعريف حسب العلاقة الاتية: 


e‏ ق( ع) - ق(س) 
چس € 


عثال (۷) 


إذا كان ق(س) = ر » فجد ق(س) باستخدام التعریف. 


الحل 
e‏ ق( ع) — ق(س) 
سس اي 
m‏ 
هل a ë‏ 
رت (عسس)(ع +س) 
<> = 
= — ع + س 
g‏ 
ق(س) ‏ 1س 





إذا كان ق(س) = 4س" ۳ فجد ق(۳) باستخدام التعریف. 


۸ 


CET 


إذا كان ق(س) = سر" » فجد ق(س) باستخدام التعريف. 





ا < 


عثال (4) 


إذا کان ق(س) = اس » فجد ق(س) باستخدام التعریف. 


الحل 
. ق(ع) - ق(س) 
ق(س) = — فاس 
€ هنن ویر 3 
اپ ۷ اس 
سس =¿" 


t‏ سا x‏ + , لاذا* 
دان )سس باع بلاس 


١ 


۱ سس 
عسهس سس ( ۷ع + ۷س ) 
- نها 
V) e= C‏ £ باس ) ۸ س 
عکن حل الثال (4) بطريقة آخری» وذلك بتحلیل ع - س بوصفها فرقا بين مربعین: 


7 ق( ع) — ق(س) 
وس ات سب 
<> 2 


A Y 





(e) مثال‎ 


إذا كان ق(س) = اس-۳ . فجد ق(4) باستخدام تعریف الشتقة. 


الحل 
3(س) i=‏ ۱ ).+ 2 ا 
ری - : )£+ C‏ - ق(4) 


V| ; _‏ ی بت كي 


Seay Ng 
p'a 


o ۲ه-‎ + ۵ 


نیا ا 
——< . > (/ °+ — دياه ) 


| 
ها هر 01 _ . 
مت راھ باه ) اه اه 
۱ 








A < 





ے تدریب 60 


إذا كان ق(س) V=‏ ۲س » س ٠>‏ » فجد ق(س) باستخدام تعریف الشتقة ثم جد ق(۸). 


(3) Jia 














إذا كان ق(س) = » س > صفرّاء فجد ق(س) باستخدام تعریف الشتقق ثم جد ق(۳). 
الحل 
, ق(ع) ‏ ق(س) 
3(س) - نا C‏ —— 
“s 4 ê‏ 
.1 .۲ 
_ . 3 سس 5 ۲س- ۶۲ ۱ 
£< 2 س عسعس s d‏ 6 وه 
ys‏ 
= نها ارت ( اسه 
عسعس — 
۱ 
sS‏ 
c<‏ ےس 
١ ۳ 0‏ 
ومنه: ق(۳) = — = سس 


| تدریب © 


۱ 
إذا كان ق(س) = 
۳-۱س 











۱ 2 & 5 ; < ۰ ۱ 


| 


| 
۱ 





)١‏ )15 کان ص = ق(س). و کان مقدار تغیر الاقتران ق(س) هو سر ه ‏ ۲س ها » فجد ق(س). 





(Y‏ إذا كان ص = ق(س)» و کان مقدار التغیر فى قيمة الاقتران ق عندما تتغیر س من س إلى 


س + هھ هو ۸ص = ٤س‏ ه + اه فجد قيمة ق(س). 


: باستخدام تعريف المشتقة» جد المشتقة الأولى لكل مما يأتى‎ (Y 


أ ) ق(س) -1 ب) ق(س) = t‏ - وس 
>( ص = س - ۲س د ) ق(س) = ۷ ٤س‏ +۳ 
Y ۱ ۳ ۱‏ 
> ( 2( س و( 3 ا 00 


(٤‏ استخدم تعريف المشتقة الأولى عند نقطة في حساب مشتقة كل نما يأتي عند قيمة س المبينة 


Y— = س‎ Ç > + ق(س) = ۳س‎ ( Í 

—( ص = 1١‏ سرا Ç‏ س = ع 

—( ص = لاسا هس + ع ç‏ س < . 

د) ص = ۱۷ ا ۱ س < -۲ 

۲ 

١ s ق(«س)‎ ( 
— = ی‎ 
س‎ ç wP. س‎ 


۸5 





© تطبق قواعد الاشتقاق عند ایجاد مشتقات اقترانات معطاة. 
© تستخدم قاعدة السلسلة فى ایجاد الشتقة. 

Ç‏ تحسب مشتقة الاقترانات الائتية: حاس» جتاس» ظاس. 

© تحد الشتقات العلیا لاقترانات معطاة حتی الشتقة الثانية. 





اذا كان ق(س) = س۲(۲س — ۳) » فجد ق(س). 


إن إيجاد مشتقة هذا الاقتران باستخدام تعریف الشتقة یجعل التعامل مع الاسس الکبيرة أمرًا 
صعبًا؛ لذا == — فى هذا الدرس بعض القواعد التی تسهل عملية الاشتقاق. 


املأ الفرا غ في الجدول الاتي اعتمادًا على تعریف الشتقة: 


۱۳۳ co | | + j 
لوس ا‎ | —— | c-@2 
WI o. | |o j 











(A) مثال‎ 


حد المشتقة الأولى لكل مما يأتى : 


)١‏ ق(س) = م ۲ ص = س (Y‏ ه (س) = لاس” 


T = ل(س) = ۷س 1 ص‎ (G ۷س‎ = (š 





الحل 





= > ١.١ =! ° هھ (س) < ۲(-٥ہ) س‎ (Y 











۳ ی‎ s 








CET 
جد المشتقة الأولى لكل من الاقترانات الاتية:‎ 


انرس كي Y‏ ( ص ب | 


اس 





۵ 


(Y‏ ص = 1 س١ (٤‏ ص = س 
القاعدة (۲): مشتقة جموع اقترانین و الفرق بين اقترانن. 
إذا كان کل من: ق» ه اقترانًا قابلا للاشتقاقی و کان: 
)١‏ ل(س) = ق(س) + ه (س) فان ل(س) = 3(س) + ھ (س). 


۲ ع(س) - ق(س) - ه (س)» فان ع (س) - ق(س) - ه (س). 


عثال (۲) 

جد الشتقة الأولى لكل من يأتي: 

(N‏ ق(س)- te‏ ۲سس +۲ ۲)ص دس لاس ۲)ه(س) ,اس دسا 
الحل 


0۱ ق(س) ع ۲۰سر۲- ا 





3 Š 
د مد کل مج‎ ns لت‎ 
Lë وس‎ 
` 
ه (س) = سا + سا‎ (Y 
١ د‎ ÀN 1 
ه (س) = سس + ۲س = + ۲س‎ 
؟ باس‎ Y 


۸۹ 


(e) عثال‎ 

إذا كان ق(س) = هس" ٤‏ سرا -۱ فجد .(Y—)‏ 

الحل 

الاشتقاق أولاء ثم التعويض في القاعدة» ثم تطبيق أولويات العمليات الحسابية: 
ق(س) = ۱۵ سا ۸ س 

3ح ؟) = ۵ ۱(-۲ - ۸(-۲) 


V1=11+1 =1 + ۱۵ = 


01, 


جد المشتقة الأولى لكل مما يأتى : 





۱ 
١‏ ع ای با 
) ص e‏ 


1 ۱ 
(Y‏ ق(س)- t‏ - °+ — 
(س) = ٤س‏ ۳ 
القاعدة (۳): مشتقة حاصل ضرب اقترانين. 
اذا کان کل من: ¿ ه اقتر انا قابلا للاشتقاق» و کان TI‏ × ه (س) فإن: 


دص 
دس 


مشتقة حاصل ضرب اقترانین - 
الاقتران الأول × مشتقة الاقتران الثاني + الاقتران الثاني × مشتقة الاقتران الأول. 





= ق(س) x‏ هّ (س) + ه (س) × ق(س)؛ أي إن: 


بالرجو ع إلى المسألة الواردة في بداية الدرس» حيث: 
ق(س) = سأ (۲س - (Y‏ فان: 


ق(س) = الاقتران الأول × مشتقة الاقتران الثاني + الاقتران الثاني × مشتقة الاقتران الأول. 


= س Y X‏ +(۲س - X(Y‏ ۲س 


٦ س٦ = س٦ س٤ + OY‏ س. 





حل المسألة السابقة بطريقة آخری. 





جد المشتقة الأولی لكل ما يأتي : 
)١‏ ص = (۲س -5؟) رسا + ه) عندما س = صفرا. 
(Y‏ ص = س" (س" - 6). 


الحل 


)١‏ سس = الاقتران الأول × مشتقة الاقتران الثاني + الاقتران الثاني × مشتقة الاقتران لول 


<(۲س حك ۲س +(س "+ ) L‏ 








۱۰ = (|. 4o = {XO .XY— = ککں‎ 
رت‎ Q 

0 £ 

(Y‏ 9 = سن" × PY‏ + (س؟ - ه) عا ٣‏ س 


۱ ۵ 0 
ر‎ ۱۹) Y O+ >Y = 







)١‏ ل المثال (4) من دون استخدام قاعدة مشتقة ضرب اقترانین. 
(Y‏ اذعت نور أن المشتقة الاولی للاقتران ق(س) = س (“اس؟ + (e‏ هي: 


ق(س) = ۲س (۲۹) . ناقش صحة ادعائها. 


5 





جد الشتقة الأولى لكل ما يأتي : 

۱ )۲۳ ص = (۳س۲ + ۷) × ( س۰+‎ (N 
سب‎ sa 

(Y‏ ق(س)<(۵ ۳ س) (٤س۲+‏ ۱) عندما س 

)١ ص < (۲س۲- 5) (س؟-‎ (Y 





(e) عثال‎ 


اا فض 
— )فل 





6 . 
ادا كاعم ید L aY‏ = 
الحل 
لبسط - البسط × مشتقة المقام 
š‏ المقام × مشتقة ال — 7 
(المقام) 
س 
۲X٣‏ 
UY 5‏ (س 
(۲س + ۱ 
l‏ (۲س + +) 


۲ 
۲ س + ۱۸س Y+‏ 
٦س‏ + ۱۸سا - ۲س 0 


(كس + 1" (۲س + 
س 


آکمل الفرا غ في الجدول الاتي باستخدام قاعدة قسمة اقترانین: 








جح ۳س؟ + ۷ 

— — ما‎ = (١ 

Y 5 ۳ e 
الحل‎ 
۱۰ ۲)۵--( — كدص‎ 0 

دس (۲س + '(Y‏ (۲س + ۲)۳ 

ص 5 
(v‏ —— _ ا 

Y كس‎ 












جد لت للاقتران في الفرع (۲) من التدریب (4) السابق بأكثر من طريقة. 
i‏ دوس 4 


CEES 


خل المسألة الواردة في بداية الدرس. 


1 





: جد الشتقة الأولى لكل ما يأتي‎ )١ 











۳ š 

| ( ق (س) = ٦‏ - 5سا —( قاس — 

ج) هل(س) = ۲س + اسه دس د) ص (س۲- ۲س) (۳ - دس 
x |‏ ر س 

ه) ص س Y—‏ و 2( £ سآ 


ز) ق(س) ت (س۲+ ۲س) (۲ ب ۵س) 


(Y‏ جد الشتقة الأولى لكل مما يأتي عند قيم س البينة إزاء كل منها: 





Y—= )ص = هوس"_ اسار ۱ < عندماس‎ Í 
١ - ب) ص = س۲+ ۷ س » عندماس‎ 
vw 
- =. بح — عندماس‎ 
sim i : EE. جا ص‎ 
سارك‎ l د )ق(س)‎ 
= وس 4 س‎ - ۵ — a 


>( ق(س) -(: - ٦‏ س) (۲س + )١‏ » عندماس =۲ 


و ) ق(س) = اس <(۳ -س) + ل > عندماس - ۱ 


هه 


_ ق(ا)‎ C+ |ذا علمت أن ق(س) = 7[ س » فجد قيمة نا‎ (Y 
جم سک و‎ 


£( اذا کان ق(۱) = £¿ ق(۱)<-۲ ه(۱)<-۲ ها (۱) = ۱ فجد: 
GO) x (i‏ ب) ((ق×ھ)(0) (CDC‏ 


G‏ (سل)(۱) ه) (ق +ه)(۱) و) (۳ق -۲ه)(۱) 


5 







ق(س) . 
فحد ق 
°( ولف 
(س) - (۳س + 
كان ق(س 
ادا 


ra‏ 0 ل شتقاق التى 
قل N!‏ ; 
فوا 
£ م لاقتران. 
44 يي | ٠‏ يها | 
۱ لفصل لذا مه ۰ ۰ ¢ 
هلا | : ۰ لحر & 
۰ | | ۰ | 


| ۱0( ۱-۳ فحد 
۳ 1 ۲ ععدس 
۹ 
داع 
اذا كان ص 
الحل 


0+ ۳ 
— 
ص = ۲(س ۱ 
3 (لماذا)؟ 
١ ۳‏ 
"+ ۱) + 
1 _ 
ص <- ۲(س 


دص 
دس 





سآ + ه 
كسا ع 
- 


۶ص 
دس 


لتغير س. 
لالة الت 
مکتو ب بد 
لتغير ع وأن التغیر ع 
5 
لالة الت 
ی 
أن الاقتران ص 
لاحظ 0 
با 
بحاد 
بمكن یج 


دس 





ارهاب ؟ اس" 
5-5 








۰ . 
2 إيجاد‎ )١ 





و 
بحاد وس 
(Y‏ ای ۱ 
5 ىس 
ابحاد z‏ 
£( تعویض 


۹٦ 





(v) مثال‎ 























| وس 
E 5‏ 
1 فقوت عندما س 
00 5 
0 ۲ فحد 0 
ا كان حصن = 00 
۲ ع +۰۱ £ 
ل ص = 
۲ اذا كا 
u‏ 8 
s |‏ = = ۳ + 
à‏ عم 
کم 
7 0 < دس 
KC f š‏ 
ú‏ + ام 
۳ س + ۷). 
Kopi‏ ۳(۱ 
I‏ 0 س + (V‏ 
Y)‏ 
at =‏ 
۱ 
کب ۶۳ 
20 
— = ° 
دس 


€ 
دص 
2 8 


۵ 2 
4 
دس £ £ 








T=‏ ياه 





1 ua 
۱۳۵ = 8 ا‎ 
'ح هار‎ 
واه م‎ S 
L 





كدص 
P‏ 





۱ لاسا » فجد‎ Y 
كن‎ 352 s 
ذا كان ص‎ 
۱ 
, را‎ 0 0 
س كس‎ 50 
- إذا كان ص‎ 
۰ 
اص‎ 
ه سرا » ومنه.‎ 5 
- افرض أن ع‎ 


_ كس 
w” . £ Y = 2‏ 
3 








دص و 
دص 











كس 
4 
دس 
ا 
— ۳ 
Y . 1‏ 
ي 


Y 
(2 - كس (ه‎ 





عثال (4) 








= ۱ 
اق 
حل دص لكل ما يأني 0 
(Y 0 e‏ ص 
و 
0 ص = 
الحل 
x Y‏ — 
کید = ۳(ه -س) 
¿JS à‏ 


۲ 
-> س e)‏ -سر؟) 





YX ` 

بر = ۲(۳س (v-‏ 

5" دس 0 
< ۲(۲س - 


دص 
دس 





0 
| سدم 
سن كد 


٤ _ 5 
A= )4-( ا‎ = 


تدریب 6۵ ۳ 
`+ ۶س + ه) ‏ 

إذا کال ص کرس 

(e) Jo 


= دس 





دص ° 
دس 





Y + س‎ / = 
ص‎ (Y ۱ 
- > س‎ ۰ ١ سب‎ 
/ / =o ۱ 


۱ 


| )۱ + ص = (س۲‎ (N 


0 ۱ 
Y 


دس 





۹۹ 


"سر" 


١ 


۲ 
"رس" + ۱) 


3 
) ص = (سأ ل 
Y‏ 


) a 





E 
x ۲)۳ + U) | 
م‎ 
دس‎ 
5 7 
)۳ + ۳(سر۲‎ ۲ 








= 8 ۰ 
فحل 
ç‏ 8 
۳ سل ۱ 
| 2 
من 
۱ £ 


دس 


۱ سس ۳ موحل ° 
L ۱ ۱ |‏ 
تا 
M‏ 
£ 














۰ اتهه‎ Ís 


6 جد الشتقة الأولى لكل مما يأتي : 
أ ) ص = ع + ۰۱ ع = ٤س ٩‏ 





(Y‏ جد المشتقة الأولى لكل مما يأتي: 
|( ص = ۷ اس +۱ 
ب) ق(س) - (۳ +س)" 
ح) م(س) = t)‏ + ۱" 
د ) ق(س) = س*(ه - هس 


ه) ص = (س + ۷س۲) ٩(‏ - س 


۳) جد صّ لكل مما يأتي عند قيمة س البينة إزاء کل منها: 


| ) ص == باه + ۳سا ٠ — ç‏ 
ب) ص = -ہ (۱- ۳ مر وس 


ج) ص U)=‏ - ۲()۳ 4 ۰ س <۱ 


د) ص <م۲ + ۰۲-۵۲ م<ع سرا ۰ س< ۲ 









إذا کان ق(س) = +U)‏ ه)», فجد ق(س). 


لایجاد مشتقة اقتران مثل الاقتران ق(س) = جا(س + (e‏ يجب استخدام قواعد خاصة 


عشتقة الاقترانات المثلثية؛ لذا ستتعرف فى هذا الدرس بعض هذه القو اعد. 


القاعدة :)١(‏ مشتقة الاقتر انات المثلثية. 
)١‏ 151 کان ق(س) = جاس ¿ فان ق(س) = جتاس. 
(Y‏ إذا کان ق(س) = جتاس ۰ فان ق(س) = - جاس. 


۲ x" 
إذا كان ق(س) = ظاس ۰ فان ق(س) = قاس.‎ (Y 


. 2 حا . ۱ 
Sus‏ ار ده قاس — 


تاس حتاس 





(A) مثال‎ 





د 
إذا کان ص تب ۲ظاس جا فا كك 
دس 


الحل 


دص 


0 
دس 





۲ 
= ۲ قاس + جاس. 


عثال (۲) 


دص < 
و لكل مما يأتي : 








(١‏ ص > Y‏ + - $ جحاس. 


. حتاس — ۲ظاس‎ o + جاس‎ ٣ — ص‎ (Y 





الحل 
دص 
= ۲ دب قاس ع حتا 
۱( 9 ۲ + س 4 س 
دص 
(Y‏ ات kul‏ حاس) — U v‏ س .۰ 


Y 
حاس — "قا س.‎ o — حتاس‎ ۳ = 


CET 


جد المشتقة الأولى لكل مما يأتى : 








۱ ۱ Y 
ص = جتاس ظاس.‎ (Y ص = ی ۲س.‎ (À 


تعلمت U,‏ قاعدة السلسلة التى تستخدم فى إيجاد مشتقة بعض الاقترانات. ولكن» إذا 


كانت الزاوية فى الاقتران الثلثی تمثل اقترائا كما فى المثال (۳)» فكيف يمكنك استخدام قاعدة 
السلسلة فى إيجاد مشتقة هذا الاقتران؟ 


(e) عثال‎ 


. ° 
فحد 
۱ ف 
سل 
جار هس" 
كان ص ح - 
اذا 





ڪڪ مره = حا š‏ 
6 , ۰ ص 
ض ال 
افر 














"s 
z 2 £ > 
2 
5 
كاري‎ 2 ۱ 
و1‎ ١ f š 
۱۰ X حتاع‎ ú 


۵ 4 غا‎ 
۰ | J ; 


= فان ` 
شتقاق, فا 
بلا للد 
الا 
اقترا 
هم 
و 

| اد‎ ( 
O 





. 
ET 
دس‎ 


— فان ` 
م شتقاق» فا 
بلا للد 
E‏ 
اقترا 
هه 
((. 
L‏ 
E‏ 

( اد | 
0 


DIE 
دس‎ 





۳۳ فان ` 
كا م شتقاق. فا 
راد للد 
Ú‏ , 
اقترا 
هم 
1 
L‏ 
ل ص 
( اد | 
| ع 





((. 
(س) قا (ه (س 
سس 


مثال )$( 


ما یاس 
جد ق(س) لکل 


ا 
ق(س) = - 
(Y‏ 
+ هس + .)١‏ 
ظار(س" 
ق(س)اج 
6 


+ °( 
( >( س 
١‏ 
1 ۱ 0 + ۱). 
| قا (س ۱ 000 
)١‏ ق(س) = 0 
= (۲س 
( 
"a‏ تاس 
ق(س) = (- ۳ 
7 ۲ < 6(جا۲س 
ق(س) - 


سب 
/جتا ١س‏ : 


CET 


مايأتی: 
— لكل 
5 عس 





.)١ 
+ ظا( هس‎ ۱ | 
۹ ص = ظا س‎ 
- + س‎ $ > Y ۱ 
- ص‎ ۲ 


(e) مثال‎ 


و3 


y L. =‏ 
طارس 
س حا(۳ 
(Y‏ ا 





۱ 55-2 
۱ + 

5 ۰ ۲س + ظا(رس 
3 قاوس + \( .)١ + x‏ 
۱ طارس 

0 (مر۲ + )١‏ + ظا( 

قا 

Y = 7 ۱ 


۲س Q ISU)‏ 
XK‏ 
— بر 
حا(۳ 
+ - 
X (U‏ اس 
حتا(۳ — 
و 
sa‏ 5 0 
1 دس 


7 . 
۲س جا(۲ - س 
)+ 
سس لیر 
Y) >‏ 
= اسا 







۳ ۳ 


ل ا 


شتقت (ه + س 
= ظا ( 
3 ری 
ارث « 


ری 
) ع 
فا 
٠ ۰ 0‏ 





Ís‏ سنت ج 


جحد 








تک أ . 
3 لكل ما يأتي: 


Ç |‏ ص - س حاس. 
اس 


u‏ اس 


>( ص = وس" جتاس — ظاس. 

د ) ص = س ظاس + (س + )١‏ . 

ه ) ه(س) = 0 ۳س + جتاس. 

و) ص = (جتا۲س) . 

ز) ص = جا(۲س + ۵). 

ح) ص = ۳جا؛س - جتاس - ظا۲سرا. 
> ( ص = (حاس — حتاس) '. 

ي ) ص = جاس (۱ - حتاس). 


ك ) ص = (س جاس) ظاس. 














إذا كان ق(س) = س" جاس ؛ فجد ق(س). 








دص رم ۳ 


إذا كان ص = ق(س) قابلا للاشتقاق بالنسبة إلى س» فان 5 


الشتقة الأولى للاقتران ق باللسبة إلى س. 
لاحظ أن ق(س) هو اقتران یعتمد على التغیر س؛ لذا فقد یکون قابلا للاشتقاق فى س» 
وعندئذ فان مشتقة الشتقة الأولی للاقتران صّ = ق(س) تسمی الشتقة الثانية للاقتران ق(س) 


1 


و ار و5 ج £ 72 € ..— 
ویرمز إليها بالرمز: حار C co‏ ی 











۲ 
À‏ م ۰ مھ هم ٭ -“ í‏ 3 ص 1ت 2 1 
ويرمّز إلى قيمة المشتقة الثانية عندما س = | بالرمز: ور ص = ق (۱) 
s”‏ س =| 
۳ 
٩ 200 oy‏ لته ص 2 


و کذا الشتقة الرابعة» وحتی الشتقة النونية» وسركز فى هذا الفصل فقط على إيجاد الشتقة الثانية. 


)١( تال‎ 

إذا کان ق(س) = Y‏ — س + هس؟ ‏ لاس" » فجد ق (س). 
الحال 

ق(س) - -4+۱ ۱۰س - ۲۱ سرا. 


ق(س) = ۲-۱۰ ۶س. 


متال ® 
حد المشتقة الثانية لكل ما يأتي : 


|) ق (س) = ٦س‏ - ۲س + ١‏ عندماس < -۲ (Y‏ ص = س جاس + ۲ جتاس 


V A 


الحل 
)١‏ ق(س) = :5سا" 
ق(س) = ۲ لاسا 
x VY ۲-۷۲ = )۲-(3‏ ع = ۲۸۸ 


رس × جتاس + حاس) + ۲(- حاس) 


Oo (Y 
س جتاس + جاس — ۲ حاس‎ = 
اس امن امن‎ 
حاس) + حتاس)) — حتاس‎ —) X صر - (س‎ 
س بحاس + جتاس — جتاس‎ — = 


s ج‎ 


CET 


۲ 
وس أ“ . 
جد لكل ما يأتي : 


° = ص =— عندماس‎ (r ٠> ص = س + جتاس ”)ص =( س » حيث س‎ (N 





(6) “duka 


إذا كان قل(س) - ا + — ۲س + ۰۷ فجد 
)١‏ أصفار المشتقة الأولى. ؟) أصفار المشتقة الثانية. 
الحل 
6 ا د 
ق(س) - ١‏ 
بكار لتكت 


رس + ۲ (س — ٠ -)١‏ -> س = Y—‏ » س < ۱ 
"A‏ آصفار | ا الاولی ۰۲-۱ 1۱. 


۱ + ق(س) = ۲س‎ (Y 


ق(س) = . 
كس + ۱ < .۰ 


.". آصفار المشتقة الثانية ۱ PZ:‏ 


)( “dua 


إذا كان ق(س) -أس' ‏ ب سآ + ۳ وکان ۱(3) = ۰۷ ق(۰) »١ ٠=‏ فجد قیم الثابتین: أ» ب. 


الحل 

3(س) = ۲ آس ٣ب‏ سر 

ق(۱) = 

(N) 2 55 ۷= ۲ب‎ ۲ 


ق(س) = ۲ - ٦ب‏ س 

٠١-3 

۲ ۰ ۱ ومنه: أده 

بالر جو £ إلى العادلة :)١(‏ 2۲ ۳ب < ۷ 


۰ ۲ب < ۷ 
Y— = C i) =‏ » ومنه: ب = ۱ 
CE‏ 
اذا کان ق(س)  -‏ س — ۲١سا‏ » فجد قيمة (قيم) الثابت أ التي تجعل ق (۱) = صفرا. 


١٠ 





GO J v Ís 


)١‏ جد المشتقة الثانية للاقترانات الاتية: 





Í‏ ) ق(س) <(۲س؟ -6) (۸- 9س) 

ب) ص = سس (۱ - ۲س)؛ عندما س = ١‏ 
>( ه (س) = ۲ جحتاس 

د ( ق(س) = سا (س -۰)۱ عندماس =۲ 


ه) ق(س) = جا اس جتاس. 


> عندما س = 0 


N 
E a t و(‎ 


ز) ق(س) = جا( ۲س - (Y‏ 
(Y‏ کان ق(س) = ۳آس- ۲ب س + ۰۱ وکان ق(۰) = ۰6 ۱(68) = ۰۳٩‏ فجد قیم أ» ب. 
(w‏ |ذا كان ق(س) = آس- ب سا ۳ وكان ق(۱) = ۰۲۱ ۲(63) = ۱۰۲ فجد قیم أ ب. 
OW 15) (£‏ ق(س) = جتا۲س» فجد ق(س) + ق(س). 


°( حل المسألة الواردة فى بداية الدرس. 





ا 1١‏ .. ۱ 
)١‏ إذاكان ق(س) = جم وتغيرت س من س, = ۱ إلى س, = ۰۲ فجد: 

أ ) مقدار التغير فى الاقتران ق. 

ب) معدل التغير فى الاقتران ق. 
| 
Y+‏ 
صفر إلى ” » فجد قيمة الثابت أ. 





؟) إذا كان ق(س) - > وكان معدل تغير الاقتران ق يساوي (-۱) عندما تتغير س من 
س 


(Y‏ يتحرك جسيم حسب العلاقة ف(ن) = Ó‏ + ٤ن.‏ احسب السرعة المتوسطة للجسيم في 
الفترة الزمنية A]‏ ه]. 

£( إذا كان ص = ق(س)» وكان مقدار التغیر في قيمة الاقتران ق عندما تتغير س من (س) إلى 
(س + ه) هو : ۸ ص = هس ه + ۸س هھ" فجد ق(۲). 

ه) اعتمادًا على الشکل (۲-) الذي عثل منحنی 
لاقتران ق» جد كلا مما يأتي : 
| ) قيم س التي بحعل الاقتران ق غير متصل. 
ب) معدل التغیر للاقتران ق في الفترة v]‏ £[ 

G‏ جد الشتقة الأولى لكل ما يأني باستخدام تعریف 


۰ .. هي 
المث» ۰ 


(Í‏ ق(س) = Y‏ — هس 








ب) ه (س) = ۲س + ۱ 


بح) ل(س) 5 








5 ع ؟ 


(*) السؤال من أسئلة الاختبارات الدو لية. 








(A 


4) إذا كان ق(س) -(هس - (A‏ فجد — 


۰) إذا كان ق(س) = مر؛ - أس" + س» فجد قيمة الثابت أ التي تحعل ق6(-۱) = صفرّا. 


١ 





۲- > حيث س‎ » ٤ +Y V = م (س)‎ C 


۳ : š 
ا كن‎ Ea > ق(س) = ۲س ۳ » حيث س‎ (2 
: جد بسك لكل مما يأتى‎ 
دس ج ي.‎ ۱ 
أ ) ص = ۷اس + وس‎ 
١ > ع + ۱ £= - ۲س » حيث ع‎ YV = ب) ص‎ 


ح) ص -س جااس 





۲ A 
۲ حا‎ — = Ë 


هھ ( ص = 7م ۲ + ۰۱ مح ۲س + ۲ عندما س = ' 
و) ص = ۷ + ۳حتاس 


جد ق(س) لكل مما يأتي: 

[ ) ق(س) < (س۲+۲) (۳ -س) 
ب) ق(س) <(۲س - ۰۱ 

ح) ق(س) = س"حتاس + > — ° 


ق(ه +۱4) — ق(۱) ۱ 


۱) إذا كان ق(س) = (آس-۱)» فجد قيمة (قیم) الثابت أ التي تجعل ق( ٤۸ = )٠‏ 








Y‏ إذا كان ق(س) -(۲س - ۲۱ وکان GOD)‏ = 6 فجد قيمة س, 


۳ إذا كان ه اقترانًا قابلا للاشتقاق عندما س = Y—‏ ه (-۲) = ۰۱ 2 (-۲) = Y‏ فجد 
۵(-۲) في کل مما يأتي: 
| ) ق(س) = ,اس ب > × ه (س). 


هرس) 
سس 


£ ۱) یتکون هذا السوال من تسع فقرات من نوع الاختیار من متعدد لكل فقرة أربعة بدائل» 
واحد منها فقط صحیح. ضع داثرة حول رمز البدیل الصحیح : 


(A)‏ 151 علمت أن ق(س) = ٤‏ — ۳س, وتغيرت قيمة س من ۳ إلى ه» فان ۸س هی: 


ب) ق(س) = ه (س) - 


08 نی ۲-۰ —( ۲ د) ۳ 


(۲) إذا كان ص = ق(س) = سا وتغيرت قيمة س من س = Y‏ إلى س, = »٤‏ فان مقدار 


التغیر في ص يساوي : 
Y (— E‏ ج) ` °( ۱۲ 
ق( س+ھ) - ق(س) 
(*) إذا کان ق(س) = Y>‏ فان نا ا س تساوي 
_— , هه 

أ) — حتاس ب) ۲جتاس ج) ۲جاس (o‏ جتالاس 
)4( اذا كان ق(س) = 5-5 » فان ق(۳۲) تساوي: 

۳ ۱ ۱ 

١ CS تا تخد >( سس‎ ١ (| 


۹ ۳ 








TT‏ . ق(۲ دق 
)٥(‏ إذا کان ق (س) = س + ۸ فان نھ ۲۲2 2-۵ تساوي 


هه - 


1) ۱۲ ب) ۸ P.‏ ۳ د) ۲۰ 


)5( 151 كان ق (س) = اس وکان ج عددًا ثابتاء فان ق(س) تساوي: 


|( ۲ج س —( ٣ج‏ —( جا °( ۲س 

(N)‏ 151 كان ق (س) = ۳س". فان ميل القاطع المار بالنقطتین: (YY Y) (Ye A—)‏ يساوي: 
7ه 
أ( س ب) ۳ ج) -۳ °( س 


)١()ه‎ × فان (ق‎ ء١‎ = )١( 2 ۲ = )۱(3 ۰۳ = )١( إذا کان ق(۱) = ۰۲ ھ‎ (A) 
يساوي:‎ 
٤= (> A— (> £ (— A (Î 

(a)‏ إذا كان ه (س) سا × ق(س)» ق(۳) = A‏ ق(۳) = o‏ فان ه(۳) تساوي: 


۳ د)‎ ٤٥ ب) ۱۱ بی)‎ ۸۱ (Í 








بعد أن تعرفت المشتقة و قو اعد 


الاشتقاق في الوحدة السابقة 
ستتعرف الان كيف تستخدم المشتقا 
في حل مسائل متنوعة تتعلق ببعض 
التطبيقات الفيزيائية» والهندسية» 
والاقتصادية. وستتعرف أيضا كيف 
يمكن إيجاد تزايد منحنى الاقتران 
وتناقصه اعتمادا على مشتقة 
الاقتران الأولى» و حدید قيم الاقتران 
القصوى (العظمی. الصخغری) 
وحل مسائل عملية تتعلق بالقیم 
القصوی. 





(G=) ) حدم‎ ( 


(=) >) 


(G=) رکه‎ 







)) فرج‎ G ese ) 





یتوقع من الطالب بعد دراسة هذه الوحدة أن یکون قادرّا علی: 
© اکتساب مهارة ایجاد المیل ومعادلة الماس لنحنی 
الاقتر ان . 


9 حل مسائل تطبيقية على المسافة » و السرعة » والتسار ع» 
مرا الحل. 

e‏ تحدید فترات التزاید و التناقص باستخدام اختبار المشتقة 
الاولی. 

e‏ تحديد القیم القصوی باستخدام اختبار الشتقة الأولى» 
و اختبار الشتقة الثانية. 


9 حل مسائل : نطبيقية على القیم القصوی. 








النتاحات 


© توظف تفسیر الشتقة الهندسي في حل مسائل تتضمن ایجاد معادلة الماس. 
© تفسر الشتقتین: الاولی والثانية فيزيائيًا. 
© توظف تفسير الشتقة الفيزيائي في حل مسائل عملية. 


Geometric Interpretatio 





بمثل الشکل (۱-۳) منحنی الاقتران ق» 
و النقطتین: لس » ص )) ب(س) ص,) 
الواقعتين على منحنى ق. اعتمد ذلك في 
الاجابة عما يأتي : 
۱( ما ميل القاطع أب ؟ 
؟) ابدأ بتحر يك النقطة ب باتجاه أ. ماذا 


تلاحظ على القاطع الناتم؟ 





الشکل (۱-۳). 


إن تحريك النقطة ب على منحنی الاقتران ق(س) مقترية من النقطة أ لتأخذ الأوضاع ب » 


عند النقطة ( أ )» وما إن تنطبق (ب) على (1) حتی ینطبق القاطع أب على ماس المنحنى عند 
النقطة أ. 


7 








أي إن ميل الماس عند النقطة أ(س » ص ) = نهاية ميل القاطم أب عندما تقترب النقطة ب 
من النقطة |. 

.. ميل الماس عند النقطة آ(س » ص ) = نهاية معدل التغیر للمنحنی عند هذه النقطت 
ويساوي ق(س )» ویسمی أيضا ميل المنحنى عند النقطة أ. 


)١( تال‎ 

إذا كان ص = ق(س) = سا - ٦‏ س+ه» فجد ميل المماس لمنحنى الاقتران ق عندماس =۲ 
الحل 

ق(س) = ۳سر۲- ٦‏ 

ميل الماس عندما س ۲-۰ يساوي ق(-۲) 


ق(-۲) 2 ۳(-1-1)۲ 1 


CET 





مثال (۲) 


إذا كان ق(س) <(۲س + )١‏ (۳س — $( فجد معادلة الماس عندما س = ۲ 


الحل 

ميل المماس = ق(۲) 

ق(س) = (۲س + ۳()۱) + (۳س = 4) (۲) 
ق(۲) = (ه) (Y)‏ + (۲) (۲) 

. ميل الماس = ۱۹ 


لایجاد معادلة المماس» يجب إيجاد النقطة (۰۲ ق(۲)). 

. = (Y)(e)— )۲ ق(‎ 

۰ نقطة التماس (۱۰۰۲). 

معادلة المماس هي : ص - ص = م (س - س ,)) حيث النقطة (س ) ص ) هي نقطة التماس 
م = ق(س,). 

ومنه» معادلة المماس هي : ص — ۱۰ = ۹٩‏ ۱(س -۲). 


۲۸ - Y < ص‎ ۰ 





| تدریب 60 


إذا كان ق(س) = (سسر؟ + (Y‏ فجد معادلة المماس لمنحنى الاقتران ق عندما س = ۱ 


مثال © 


إذا كان ق(س) = أس١‏ ب ۲س + co‏ حيث أعدد ثابت» وكان ميل المماس عندما س = ۲ يساوي 


۸ فما قيمة الثابت Q‏ 


الحال 

ميل الماس = ق(۲) 
ق(س) = ۲اس + ۲ 
(۲ -۲(۲)+ ۲ 
۸ = 1+ ۲ 
ومنه: ا =£ 


۱۳۰ 





لز ست 


۱ جد معادلة المماس لكل من المنحنيات الاتية عند قيم س البينة إزاء كل منها: 





E 1 ق(س) = ۳س + ه‎ ) Í 
۱ < ب) ق(س) == سر" + ۲س-۱ “< س‎ 


ج) ق(س) = (۲س -4)(س +۱) ۰ س = صفرا 


۲س+۲ 
» فجد معادلة الماس ا الاقتران ق عندما س > ۱ 





؟) إذا كان ق(س) = 

9) اذا كان ق(س) = ار" بوس - ۳ حيث أعدد ثابت» وكان ميل المنحنى عندما س = Y‏ 
يساوي ۲ فجد قيمة الثابت أ. 

£( إذا كان ق(س) = سره + ٤ر‏ فجد ميل المنحنى للاقتران ق عندما س = ۱ 
. 

ه) إذا OL S‏ ق(س) <(۳ سر" - ۲) » فجد معادلة الماس لمنحنى الاقتران ق عند النقطة 
(-۱. ق(-۱)). 







إذا تح ركت سيارة» وکان موقعها فى اللحظة ن مُعَفًا بالاقتران: ف(ن) = ۵۳۰ - ٤ن‏ + » 
حيث ف السافة التی تقطعها السيارة بالامتار» ن الزمن بالثواني» فجد سرعة السیارة بعد مرور ٤‏ 


تعلمت في الوحدة الثانية كيف تحد السرعة التوسطة بحسیم في فترة زمنيق مثل: 


[ ° »ن]. ولكن» كيف عکنك حساب سرعة هذا الجسيم عند حظة ما خلال هذه الفترة؟ 


لع ف هذه السرعة باسم السم عة اللحظة (السم عذ). 
J"‏ ۳ 





تاسارك حسیم) و حدد موقعه فى اللحظة ن بالعلاقة ل< ف(ن).؛ فان السرعة اللحظية (السرعة) 
في اللحظة ن هي ع(ن)؛ حيث ع(ن) = فَ(ن). 


(A) مثال‎ 


إذا حرك حسیم بحيث كان بُعْده عن نقطة الاصل بالامتار بعد ن ثانية من بدء حرکته معطی 
بالعلاقة: ف(ن) = ن" + o + OY‏ فاحسب سرعة الجسيم بعد مرور ۳ ثوان. 

الحل 

المسافة ف(ن) = Ó‏ + ٣ن‏ + ه 

.". السرعة ع(ن) ف(ن) = ٣ن"‏ + ان 


لهذا فان السرعة بعد مرور (Y)‏ وان = £ (YY = (Y)‏ + ۳(۲) = ۲۷ + ۸= ۵ عم اث. 


۱۳ 


CET 


إذا حرك جسيم بحيث كان بُعْده عن نقطة الأصل بالامتار بعد ن ثانية معطى بالعلاقة: 





ف(ن) = OY - OY‏ + ۰۲ فاحسب سرعة الجسيم بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة. 
من التطبیقات الفيزيائية على المشتقة الثانية التسارع اللحظي. 





إذا تحرك جسيم وفق العلاقة: ل = ف(ن)» حيث ف السافة التي یقطعها احسیم. فان لتسار £ 
اللحظي للجسيم (التسار ع) في اللحظة ن هو ت(ن) = ع(ن) = ف (ن). 


مال © 
يتحرك جسيم وفق العلاقة: ف(ن) = OY)‏ + ۰۱ حيث ف السافة التي يقطعها الجسيم 
بالأمتار» ن الزمن بالثواني. جد تسار ع الجسيم بعد مرور ثانية واحدة من بدء الحركة. 
الحال 
السافة ف(ن) = ( ۲ن + ۲0۱ 
السرعة ع(ن) = ف(ن) = ۲(۲ ن + ۱( ن) 
ع(ن) = ن + ۱) 
التسار ع = ت(ن) = ع(ن) = (۵۸)(ع۵) + OY)‏ + ۸(۱) 
ولهذا فإن التسار ع بعد مرور تانية واحدة يساوي: 


ت(۱) = (4()۸) + (۸()۳) = ۳۲ + ۲ = هم اث . 


تدریب 60 
یتحرك جسيم وفق العلاقة: ف(ن) = OY‏ + ٤ن‏ + ۰۲ حيث ف السافة التي یقطعها احسیم 


بالأمتار» ن الزمن بالثواني. جد تسار ع الجسيم بعد مرور ثانيتين من بدء ار کة. 





عثال (e)‏ 
إذا كانت ف(ن) = O‏ — ون + ه ١ن‏ هي السافة التي یقطعها جسیم. حيث ف السافة بالأمتار, 
ن الزمن بالثواني» فاحسب تسار ع الجسيم في اللحظة التي تنعدم فيها سرعته. 


الحل 

ما أن المسافة ف(ن) = ن" ‏ ون" + ه ١ن‏ » فإن السرعة تساوي: 
ع(ن) = ف (ن) = بان ۱۸ن + ١٠١‏ 

عندما تنعدم السرعة, فإن: ع(ن) = . 

PSD 4‏ ادم اك 

» < 

(ن - ه) (ن - G‏ =. 

و منه: ل ح ه , ن ع ١‏ 

التسار ع ت(ن) <ع(ن) = ن - ۰۱۸ حيث بحد قيمة التسار ع عندما ن = ه : 
ت(ه) = 5(ه) - ۳۰=۱۸- ۱۸ ۱۲ماث . 

و بجد قيمة التسار ع عندما ١ = O‏ : 


ت(۱) 2 ۱(۲)- 2-۱۸ -۱۲م/ث. 







ما دلالة (شارة التسار ع السالبة في المثال (۴)۳ 


CET 


تسارعه. 


۳ 


| 
| 





| 


)١‏ إذا كانت ف(ن) = ن" + لان" هي السافة التي یقطعها جسيم بالأمتار بعد Ó‏ ثانية» فجد: 
—( التسار ع عندما تکون السرعة ٩‏ اث. 

(Y‏ تحرك حسیم بحیث كان بُعْده عن نقطة الاصل بالامتار بعد ن ثانية من بدء الحركة معطی 
اللحظية بعد مرور ۳ ثوان» فجد قيمة أ. 

*) إذا کان ف(ن) = (۲ن -۲) + ؛ عثل السافة التى یقطعها جسيم بالأمتار بعد ن ثانية» فجد 

£( إذا مثل الاقتران ف(ن) السافة التي یقطعها جسيم بالأمتار بعد ن ثانية من بدء حر كته» و کان 


ف(ن) = ن" — نآ + ۵ فما سرعة هذا الجسيم عندما یکون تسارعه 4م/ث؟ 


(e‏ حل المسألة الواردة فى بداية الدرس. 


۱۲۰ 





© تحد بالات التزايد و التناقص للاقتران باستخدام المشتقة الأولى. 
© تستخدم اختبار الشتقة الأولى في تحدید القیم القصوی. 
© تستخدم اختبار الشتقة الثانية في تحديد القیم القصوی. 





ص ص ص 
م ` 
سس و وت سم 


لشکل (۲-۳). الشکل (۳-۳). الشکل (4-۳). 
ما طبيعة علاقة التغیر ص بالتغیر س فى كل من الأشكال السابقة؟ 
لاحظ من الشکل (۲-۳) أنه كلما زادت قيمة س زادت قيمة صء و کان الاقتران متزایدا فى 
الفترة | i)‏ ب ]. 
آما فى الشكل (۳-۳) فكلما زادت قيمة س قلت قيمة ص. و كان الاقتران مساقصًا فى الفترة 
[ أ ب]. 


وأما في الشكل (5-7) فمهما تغيرت قيمة س فان قيمة ص تبقى ثابتة» ويكون الاقتران في 
هذه الحالة ابتا فى الفترة j]‏ ب ]. 


(89 





(A) مثال‎ 


لمنحنى الاقتران ق. ص 
۹ سر » س < ۲ 


ق(س) < 
° < س > ۲ 





(e=) الشکل‎ 


الحل 
بتبين من الشکل (۵-۳) أن قيم ص تزداد كلما زادت قيم س على الفترة ٠ o)‏ ]» وهذا يعني 
أن منحنى الاقتران ق يكون متزايدا في الفترة (-50» ٠‏ ]. يتبين من الشكل أيضًا أنه كلما زادت قيم س 
تناقصت قيم ص ضمن الفترة [ ۰ ۲ ]» وهذا يعني أن الاقتران ق يكون اقترنا متناقصًا في الفترة [ 20 ۲]. 
يشير الشكل نفسه إلى أنه كلما زادت قيم س في الفترة [۲ (eo‏ بقيت قيم ص كما هي 
فيكون الاقتران ق Ú‏ في الفترة[ 00۱). 


La 


لعر فة علاقة فترات التزاید والتناقص باشارة 
المشتقة الأولى» انظر الشکل (۲-۳) الذي يمثل 
منحنى الاقتران ق. 

يبين الشكل (-5) أنه إذا كان الاقتران ق 
متزايدًا فإن مشتقته تكون موجبة؛ لأن المماس يصنع 
زاوية حادة مع الا مجاه الو جب حور ال وما 
5 الشکا Cy y‏ 
أن ميل المماس يساوي ظل هذه الزاوية» وظل الزاوية اا 
الحادة أكبر من صفر» ومشتقة الاقتران تساوي ميل الماس» فان هذه المشتقة تكون مو جبة. 





أما إذا كان الاقتران ق متناقصًا فان مشتقته تكون سالبة؛ لأن المماس يصنع زاوية منفرحة مع 
الاتحاه + جب لمحور السينات. وما أن ميل المماس يساوي ظل الزاوية المنفرحة وهو أقل من 
صفر (سالب)» ومشتقة الاقتران تساوي ميل المماس» فان هذه المشتقة تكون سالبة. 


وأما إذا كان المماس موازيًا لمحور السينات فان ميل المماس يساوي صفرًا. 


L‏ على ذلك» عکن استنتاج النظرية الانية: 


|ذا کان ق اقتراا متصلاعلی الفترة EE‏ وقابلا EDE EES‏ 
)١‏ ق یکون متزایدا في الفترة [أء ب] إذا كانت ق(س) > صفر لجميع قيم س 3 (أ» ب). 
؟) ق O S‏ متناقصًا في الفترة [أء ب] إذا کان ق(س) < صفر لجميع قيم س 3 (أ» ب). 
(v.‏ ق يكون ابا في الفترة [أء ب] إذا كان ق(س) = صفرّا حمیع قيم س 3 (» ب). 






لایجاد فترات التزاید و التناقص للاقتران ق باستخدام اختبار المشتقة الأولى» يجب عمل الاتی: 

۱ إيجاد الشتقة الأولى ق (س) للاقتران ق. 

(Y‏ ایجاد أصفار الشتقة الأولى بوضع ق (س) = صفرًاء وإيجاد قيم س. 

۳ البحث في إشارة المشتقة الاولی حول أصفار هذه الشتقة. 

£( تحدید الفترات التي تکون عندها الشتقة الأولى ق (س) > صفر (أي موجبة) فتکون هی 
فترات التزاید» ‏ وکذا تحدید الفترات التي تکون عندها ق (س) > صفر (أي سالبة)» فتکون 
هي فترات التناقص. 
لاحظ أنه لمعرفة إشارة ق (س) على فترة معينة» فاننا نختار أي قيمة داخل الفترة» و نحد إشارة 

المشتقة عند هذه القيمة» فتکون الاشارة هي إشارة الشتقة على هذه الفترة. 


مثال (۲) 

جد فترات التزاید و التناقص للاقتران ق(س) = ر + ٤س‏ + ۳ 
الحل 

ق (س) = ۲س + ٤‏ 

اس + ٤‏ = صفرا. 

ومنه: س = - ۲ 

ابحث في إشارة ق(س). 


عندما تكون س< Y—‏ اختر أي قيمة داخل الفترة مثل س = -۳) 


فتكون ق (-۳) = ۲(-۳) + =٤‏ -۲< صفر. الاشارة سالبة 
وعندما تكون س> - ۲ اختر قيمة مثل الصفر: 
O CÇ‏ ق (۰) = ۰(۲) + ٤‏ < 4 > صفر. الاشارة مو بحبة 


+ + + + + +صفر (غارة ق(س) 





اعتمادا على جدول الاشارات» و اختبار الشتقة الأولى» فان الاقتران ق یکون متناقصًا فى 


الفترة (-می -۲] » ومتزايدًا فى الفترة [-۲) مه). 


مثال © 


إذا كان ق(س) = ۸٤س‏ - س" فجد فترات التزاید و التناقص لهذا الاقتران. 


الحل 

ق(س) = 4۸ اسا 

. را‎ tA 

ومنه سراح ۲ ۱ 

س = ۰ -؟ 

ابحث في إشارة ق (س). 

عندما تکون س < -4 اختر قيمة مثل س = -ه 

إذن: ق (-۵) = £۸ - ۳(-0)- ۲۷-2-۱۷۵۸ 
وعندما تکون -ع< س < $ اختر قيمة مثل س = ١‏ : 
o <‏ ق (۱) = ٤۸‏ - ۱(۳) :”دهع 

وعندما تکون س > ٤‏ اختر قيمة مثل س = ۵: 


۲۷-۷۵۰ ۸ = (e)Y ۸ = )٥( فتكون ق‎ 


الاشارة سالبة 


الإشارة موحبة 


الاشارة سالبة 





و بذلك یکون الاقتران ق متناقصًا في الفترتین: (-م -4 ]» (eo t]‏ ومتزايدًا في الفترة [-5» 4 ]. 


۱۳۰ 





| تدریب (6 
حد فترات التزاید و التناقص لكل اقتران مما يأتى : 
(N‏ (س) = ۷+ س. ۲ ق(س) mn‏ - 5) . 


(g) هتال‎ 

اعتمادا على الشکل (۷-۳) الذي عثل منحنی ق (س) العرف على مجموعة الأعداد الحقيقية ح» 

جد فترات التزاید و التناقص للاقتران ق. 

الحل 

لایجاد فترات التزاید و التناقص لنحنی ق: 

)١‏ يجب البحث في إشارة الشتقة الأولى» ما 
يعني تحديد أصفار المشتقة الأولى (أي نقاط 
التقاطع مع مور OS‏ وهي في هذا 0 : 
Y = >) .‏ (. الشکل (۷-۳). 


2 





۲( يجب البحث في إشارة اقتر P:‏ 1 الاولی ق (س) قبل العدد (۲) و بعده. 


سے پس | اف 
+ + + + + + صفر اا 





e ۲ .‏ یس .و 


وعلیه یکون الاقتران ق متناقصًا على الفترة (-می ۲] ومتزایدٌا على الفترة v]‏ مه). 






737 ت على جدول الاشارات من الرسم البياني في الثال (۳) مناقشًا إجابتك مع 
زملائك. ما قيمة ق (۲)؟ 


۱۳۹ 


ل اا WO V ul‏ 
)١‏ جد فترات التزاید والتناقص لكل مما يأتى: 


أ ) ق(س) = ۳ - ٤س‏ 





—( ق(س) = ۸س - سرا 
ج) ق(س) = ٤س‏ اس ب ۲ 
د ( ق(س) = (س + ۲) (س + (Y‏ 


(Y‏ اعتمادًا على الشکل (۸-۳) الذي يمثل منحنی الاقتران ق العرف على مجموعة الأعداد 


s 





الشکل (۸-۳). 


(Y‏ بین أن الاقتران ق(س) ‏ س + ۲س + ه یکون متزایذا لقيم س جميعها. 


۱۳ 











)١‏ المقصود بالقيمة القصوی؟ 

(s‏ ما سار الاقتران حول القيمة القصوی؟ 
*) ما سلوك الشتقة حول القيمة القصوی؟ 
(٤‏ ما قيمة المشتقة عند القیم القصوی؟ 





ستتعرف في هذا الدرس مفهوم القيم القصوى؛ سواء أكانت عظمى محلية» أم صغرى محلية. 
وستتعرف أيضًا كيفية إيجاد هذه القيم» وإذا كان .عکن استخدام الشتقات في إيجادها. 

یمثل الشکل )٩-۳(‏ منحنی الاقتران ص = ق(س)» ونسمّی النقط (ج» ق (ج))» 
)> ق (جب))» (جم» ق(جی)) (جاء ق (جم)). التي يتغير عندها الاقتران من حالة التزايد 
إلى التناقص أو العکس النقط احرجة» ویکون عندها الماس أفقیّا؛ أي ق(س) = صفرا. 


لاحظ أن قيمة الاقتران عند القيمة ص 







احرجة س = جم » والقيمة س = ج 
هى أكبر من أي قيمة له عند النقط التى 
تسبق هذه النقطة أو تليها في الفترة ف 
(فترة جزئية صغيرة جذا تحوي ج )» 
والفترة ف (فترة جزئية صغيرة جدا 
سحو ي چ ی القیم ق(ج,)» (جې» ق(جم)) 
ق(ج ) قيم الاقتران العظمی المحلية. s‏ 

.)٩-۳( لشکل‎ ۱ . 

اما عند القيمة احرجة س = جح ) 
والقيمة س = — فتکون قيمة الاقتران أصغر من أي قيمة له عند النقط التي تسبق هذه النقطة 
أو تلیها في الفترة فب (فترة حزئية صغيرة جدا تحوي ج). والفترة ف (فترة جزئية صغيرة جدا 
تحوي ج,)» ونسمی القیم ق(ج)» ق(ج ) قیم الاقتران الصغری المحلية. 


)> ق(حب) 


(ج,» )> (( 


و 


۱۳۳ 





= 


يطلق على الأعداد ج الواقعة فى محال الاقتران ق» التی يكون عندها ق(ج) = صفرا أو 
ق(ج) غير موجودة» اسم الأعداد احرجة للاقتران ق» ونسمی النقط (ج» ق(ج)) الواقعة 
على منحنی الاقتران ق نقطا حرجة. 


يقتصر الحديث فى هذا الفصل على الأعداد ا لحر حة ج التى يكون عندها )>( = صفرًا. 





یکون للاقتران ص <- ق(س) قيمة عظمی محلية عندما س Ea‏ ماله |ذا آمکن ایجاد 
فترة مفتو حة ف (فترة حزئية صغيرة جدا تحوي العدد جح) »حیث ان ق(ج) > ق(س) 
لقیم س جمیعها في الفترة ف. 

(Y‏ یکون للاقتران ص = ق(س) قيمة صغری محلية عندما س = ج من حاله إذا آمکن ایجاد 
ه n‏ 5 5 555 55 5 
ق(ج ( < ق(س) لقيم س جمیعها في الفترة ف. 


لاحظ أنه حتی يكون لنحنی الاقتران ق قيمة عظمی محلية عند نقطة ماء فان قيمة ق(س) تزداد 
حتی تصل س إلى قيمة حرجة» ثم تنقص بعدها مباشرة؛ أي O S‏ ق(س) > صفر قبل القيمة الحرجة» 
ثم تصبح ق(س) < صفر بعد النقطة الحرجة» وهذا يعني أن ميل الماس قبل النقطة الحرجة التي 


عندها قيمة عظمى محلية يكون موجبًا » ثم يصبح سالبًا بعد هذه النقطة انظر الشكل (۱۰-۳). 
قرس) ”> = ص 
567 (س,ءق(س,)) 










ق(س) 


س ق (س )) 


و 


ال 


۱ 


آما إذا كان لمنحنى الاقتران قيمة صغری محلية عند نقطة ما فان قيمة ق (س) تتناقص حتی 
تصل إلى قيمة حرجة ثم تتزاید بعدها مباشرة؛ أي تکون ق(س) ٠<‏ قبل القيمة الحرجة» ثم 
تصبح ق (س) ٠>‏ بعد القيمة احرحة وهذا يعني أن ميل الماس قبل القيمة الحرجة التي عندها 
قيمة صغرى محلية يكون سالبًاء ثم يصبح موجبًا بعد هذه القيمة » انظر الشكل (۱۱-۳). 

يذكر أن النقطة التي تتغير حولها إشارة المشتقة الأولى ق (س) تُسمّى نقطة حرجة للاقتران ق» 
وأن القيم العظمى المحلية والقيم الصغرى المحلية للاقتران تُسمّى قيمًا قصوی. وبوجه عام يمكن 
اعتماد النظرية الآنية لإيجاد القيم القصوى باستخدام المشتقة الاولی: 


اختبار المشتقة الأولى للقيم القصوى 

افرض أن (ج» ق(ج)) نقطة حرجة للاقتران ق المتصل عند جح إذا وجد العدد الموجب ده 

بحیث اذا کانت: 

(١‏ ق (س) > ۰ لکل س 3 )> د» ح) ق (س) < ۱ لكل س 3 (ج» > (+د) فان 
ق(ج) O S‏ قيمة عظمی محلية للاقتران ق. 

۲ ق (س) < ۰ لکل س 3 (ح-د. ج). ق (س) > .۰ لکل‌س 3 (بی ج< + د), فان 
ق(ج) تکون قيمة صغری محلية للاقتران ق. 

(Y.‏ إشارة ق لا تتغیر حول النقطة )> » ق(ج)) فان ق(ج) لا تمثل قيمة قصوی للاقتران. 


لایجاد القیم القصوی للاقتران ص = ق(س)» يجب عمل الاتی : 

۱ ایجاد المشتقة الاولی للاقتران ق. 

(Y‏ مساواة المشتقة الاولی بالصفی ثم حل العادلة الناتحة. 

(Y‏ دراسة اشارة الشتقة الأولى ق(س) حول أصفارها. 

فاذا تغیرت اشارة الشتقة الأولى من موجبة إلى سالبة حول نقطة معينة فان هذه النقطة تمثل قيمة 
عظمی محلية للاقتران ق. آما إذا تغیرت إشارة الشتقة الاولی من سالبة إلى مو حبة حول نقطة معينة 
فان هذه النقطة تمثل قيمة صغری ملية للاقتران ق. 


۱۳۹ 


هال (۱) 

جد النقط الحرجة والقیم القصوی الحلية (إن وجدت) للاقتران 
ق(س) = س۲- ۶س Y+‏ 

ق(س) = ۲س — £ 

ق (س) = ۰ 

ومنه: ۲ س ٤)‏ د.٠‏ 

۲ = س = ۲ وعلیه توجد قيمة حرجة عندما س‎ .٠. 


اشارة ق(س) 


یتبین من حدول الاشارات أن للاقتران قيمة صغرى محلية عندما س = Y‏ وأن قیمتها 





ق(۲)-(۲۲- ۷(۵) +۳ ۸ +۳ i=‏ 
ِ النقطة احرجة هي (۰۲ ))١-‏ و القيمة الصغری الحلية = ق(۲) = - ۱ 






حل المثال السابق بطريقة آخری. 





CET 


جد النقط والأعداد الحرجة والقيم القصوى المحلية (إن وجدت) للاقتران 


ق(س) = را كس + ۱ 


۱۳۹ 


هتال ® 
جد النقط والأعداد الحرحة والقيم القصوى (إن وحدت) للاقتران 


ق (س) = لاسرا لاس" ۱۲س + ه 


الحل 
ق(س) = اس - اس - ۱۲ 

ق (س) = ۰ ومنه: 

N 

۱ ۲ ۰ 

(س — ۲ ) (س + Y‏ )= ۰ ومنه: 

س ۲ ۶ صفر » س ۶ ۲ 

أو: س + ۱ = صفر » س = - ۱ 

. توجد آعداد حرجة عندما س = ۰۲ س< -۱ 

آما النقط الحرجة فهي: (۰۲ ق(۲)) = (۲» Go‏ (-۰۱ ق ))١-(‏ -(-۰۱ ۱۲). 





یتبین من حدول الاشارات أن للاقتران ق قيمة عظمی محلية عندما س = -۱ (لماذا؟)» هى 
ق(-۱) = ۲ ۱ 


يو جد أيضًا قيمة صغری محلية للاقتران ق عندما س = ۲ (لاذا؟)» هی ق(۲) = -ه ۱ 


۱۳۷ 


CET 


إذا کان ق(س) = اس (۱۲ - سر)» فجد كلا مما يأتي: 





۱ فترات التزايد و فترات التناقص للاقتران ق. 
(Y‏ قیم س الحرجة للاقتران ق. 
(Y‏ القيم القصوی للاقتران ق» 1532 نوعها. 
بمكن تحدید القیم القصوی للاقتران عن طریق اختبار الشتقة الثانية للقیم القصوی. 


اختبار المشتقة الثانية للقيم القصوی 

(ذا کان ق اقترانّا متصلاعلی الفترة[ a‏ وکان up‏ (س) معرفین علی الفترة (أ؛ ب)» 
و کان ج 3 (أ» ب)» حيث ق (ج) = صفرًا (أي إن (ج» ق(ج)) نقطة حرجة)» و کان: 

Š (N‏ (ج) > صفرّاء فان ق(ج) هي قيمة صغرى محلية للاقتران ق. 

Š (Y‏ (ج) < صفرّاء فان ق(ج) هي قيمة عظمى محلية للاقتران ق. 

EOE ۳‏ الاختبار يفشلء فيُستخدم اختبار المشتقة الأولى. 


لاحظ أن اختبار المشتقة الأولى استّخدم في إيجاد القيم القصوى للاقتران 

ق(س) = ۲س - ٣س‏ - ۱۲س + ه الوارد ذكره في المثال (۲)» وأنه يمكن إيجاد هذه القيم 
أيضًا باستخدام اختبار المشتقة الثانية. 

ق(س) < ۲س۲- اس ۱۲ س + ه 

3(س) = ٦‏ سرا - كس ۱۲ 

“ساد سس ب اده 

۲۱ S 

(س- ۲) (س + ۱) = ۰ 

س - ۲ = ۰۰ ومنه: س = ۲ 

س + ۱ = ۰ ومنه: س = -۱ 


۱۳۸ 


.". یوجد أعداد حرجة للاقتران ق عندماس = Y‏ س < -۱ 

ق (س) = ۱۲س - 1 

۰> ۱۸ ۲۱-۲۲(۱۲ =) 3 

١ = توحد قيمة صغری محلية للاقتران ق عندما س = ۰۲ هي ق(۲)‎ .٠ 

ق (-۱) = ۱/۱۲ ۸-۲ ۱<. 

.". توجد قيمة عظمی محلية للاقتران ق عندما س <-۰۱ هي ق(-۱) - ۱۲ 


تال (e)‏ 
باستخدام اختبار المشتقة الثانية» جد القیم القصوى الحلية (ٍن وحدت) للاقتران ق» حيث 


ق(س) دس r=‏ - 6 اس + ۲ 


الحل 

ق(س) = لاس؟ ٦س‏ ۲ 

ق(س) = صفرًاء ومنه: 

۳س۲ - اس — 4 ۲ = صفرا. 

س - ۲س ۸= .۰ 

.=( ۲ + )( ٤ - (س‎ 

س = ۰ » ومنه: س = 

is ¿s ۳ 

.". یوجد آعداد حرجة للاقتران ق عندما س = 4 » س = -۲ 

> - س٦‎ = (س)‎ d 

ق (6) =٦ (f) A=‏ ۱۸> صفر. 

۷۸ = هي ق(4)‎ »٤ = توحد قيمة صغری محلية للاقتران ق عندما س‎ .٠. 
صفر.‎ <۱۸ -= ٦ - )۲-( ٦1 = )۲-( ق‎ 

.. توجد قيمة عظمى محلية للاقتران ق عندما س = -۰۲ هي ق(-۲) = ۳۰ 


CET 


باستخدام اختبار المشتقة الثانية» جد القيم القصوى المحلية (إن وجدت) للاقتران 





ق (س) حدس" ۲س + ۲ 


ku IS .. ۲‏ یه N ë‏ 
جد القیم القصوی الحلية (إن وجدت) للاقتران ق(س) = (س )١-‏ . 


الحل 

لإيجاد القيم القصوى المحلية لهذا الاقتران» استخدم اختبار المشتقة الثانية: 
ق (س) = 6(س -۱" 

. =) س(٤‎ 

.اس - ۱ 

C‏ ۲ اس ست) 

عوّض قيمة س = ۱ في قاعدة الاقتران ق: 

. = (١-3 

فشل الاختبا وهذا يُحتم استخدام اختبار الشتقة الأولى. 


+ + + + + + صفر (شارة ق(س) 





۱:۰ 


| 
| 





| 


: جد القیم القصوی (العظمی و الصغری) الحلية (إن وحدت) لكل مما يأتي‎ )١ 
۱ + أ) ق (س) = س ۳س‎ 
۲ + ب) ل (س) = ٤سا - "سأ‎ 
6 + ج) ه (س) = سا‎ 
۸ + ك (س) = س - ۲س - 4س‎ (a 
جد القيم القصوى (العظمى والصغرى) المحلية (إن وحدت) لكل ما يأتي باستخدام اختبار‎ (Y 
ال‎ 
أ) ق (س) = ۸ سا‎ 
£ + ب) ق (س) = سر"‎ 
ق (س) = ۲سا - "اس‎ (> 
الذي عثل منحنى المشتقة الأولى للاقتران ق»‎ )١۲-۳( اعتمادًا على الشکل‎ (Y 
صفرًا » جد كلا ما یأتی:‎ = )٥( ق‎ = (YG حيث‎ 
أ ) قيم س الحرجة للاقتران ق.‎ 
ب) فترات التزايد و التناقص للاقتران ق.‎ 
ج) نقط القيم القصوی المحلية للاقتران ق حددا‎ 
نوعها.‎ 





الشکل (۱۲-۳). 


£( ذا كان للاقتران ق(س) = Y ٣‏ — أس + 4 قيمة حرجة عندما س = ۲ فجد قيمة الثابت أ. 


MS) 





Ç‏ نحل مسائل تطبيقية على القیم القصوی. 
© نحل مسائل اقتصادية تتعلق بالقیم القصوی. 





أولا 





Z 5 Í ۳‏ 5 50 € — 
ما العددان الوجبان اللذان * . | 


كيف يمكن حل هذه المسألة؟ وهل للقیم القصوی أ 
يمكن حل هذه المسألة؟ وهل للقيم القصوى أثر في ذلك؟ للإجابة» انظر المثال (۱). 


(A) هتال‎ 


ما العددان الموجبان اللذان 
حموعهما »)٦ ٤(‏ وحاصل ضربهما آکبر ما يمكن؟ 





الحل 

بحمو ع العددین الموجبين = 15 
افرض أن العدد الأول هو س. 
افرض أن العدد الثاني هو ص. 
س + ص = ۰15 ومنه: 

ص = ٦ ٤‏ - س. 

إذا كان حاصل ضربهما ح» فان: 


كلس و 


۲ 
CL O EE 


ما أن الطلوب هو إيجاد آکبر قيمة حاصل ضرب العددین س» صء فان ذلك يكافيئع إيجاد القيمة 
العظمی للاقتران ح . ولعمل ذلك» يجب جعل الاقتران ح بدلالة متغیر واحد: 

ح(س) = س × (15 - س ) 

ح(س) = ٤‏ كس - س 
ح2(س) = ٦٤‏ - ۲ س 


ح(س) = ٠‏ » و منه. 


a 4 

كه 

للتحقق من أن س = ۳۲ تحعل حاصل الضرب قيمة عظمى» يجب إيجاد (YY)‏ ومنه: 
ركم 


ج( )=-۲ < . 

أي إن للاقتران ح قيمة عظمی عندما تکون س = ۳۲ ویکون حاصل الضرب آکبر ما يمكن 
عندما یکون العدد الأول = YY‏ و العدد الثاني = ٦٤‏ - ۳۲ = ۳۲ 

استخدم اختبار المشتقة الأولى لتحدید نوع القیم القصوی. 






اقترح طريقة أخرى لحل الثال السابق. 





CET 


حل المسألة الواردة فى بداية الدرس. 


هشال )0( 
قطعة آرض مستطيلة الشکل محیطها ٠ ٠‏ م . ما بدا قطعة الارض اللذان یجعلان مساحتها أكبر 
ما بمكن؟ 
الحل 
افرض أن بُعْدي قطعة الأرض هما س» صء انظر الشكل (۱۳-۳). 
حيط قطعة الأرض = ٠٠٦م‏ 
المساحة (a)‏ = الطول × العرض 
ET‏ 
المحيط = Y‏ × الطول + Y‏ × العرض 
۰ = ۲س + ۲ص 
ص ٠٠٣س‏ الشکل (۱۳-۳). 
0 
م = س × (۲۰۰ س ) 
كارا كس 
م = ۳۳۰۰ ۲س 
م = صفرًا » ومنه: 
۰ اس ده 
٠‏ س = Vos‏ 
للتحقق من و جود قيمة عظمی للاقتران م عند س- ۵۰ ۰۱ استخدم اختبار المشتقة الثانية: 
م(س)< ۲ 
۰ ۵( ۱) = ۲ > صفر. 
p‏ الساحة آکبر مایعکن ( قيمة عظمی) عندما س < ۱۵۰ مترا. 
ص = ۳۰۰ - س» ص = ۱۵۰ مترا. 


| 





CET 
بملك مُزار ع قطعة أرض تقع على ضفة نهر مستقيم. فإذا اشترى المُزار ع ۳۰۰ متر من الأسلاك‎ 
البُعْد الواقع على ضفة النهر؟‎ 


(e) شال‎ 


صندوق على شکل متوازي مستطیلات, قاعدته مربعة الشكل» و مجمو ع آبعاده الثلاثة ۲۰ ۱سم. 
جد آبعاده التى تحعل حجمه أكبر ما يمكن. 


Jall 
.)۱ -۳( افرض أن آبعاد الصندوق هي: س » س » ص (لاذا؟) » انظر الشکل‎ 
£ الحجم = الطول × العرض × الار تفا‎ 

ا0 ا و 

a e= - 

لکن» س + س + ص ses ta‏ + ص - ۱۲۰ 
ومنه: ص = ۱۲۰ - ۲س 

ح (س) = سا (۱۲۰< ۲س) 


5 00 





اباك خا كم 
0 ۲" س(۰ داس (= ٠‏ 


pas‏ شري 


١ o 


للتحقق من القيمة العظمی» يجب ایجاد: 

ح (س) = ۲۰ ۱۲س 

ESC 

توجد قيمة صغری محلية عندما س - ۰ لذلك رس (لاذا؟). 
2 )2 ۲۰ - ۰(۱۲) 

, < .ع5‎ =A — Y£. 

.. تو جد قيمة عظمی عندماس = ٤١‏ 

عندما س = . 5» فان ص = ۱۲۰ - ۲ (4۰) = .£ 


.٠.‏ آبعاد الصندوق هي: الطول = 4۰سم العرض = 4۰سم الارتفاع = ۰ 4 سم. 


مثال © 

صحيفة ورقية مستطیلة الشكل» مساحتها 
٠‏ سم يراد طباعة اعلان علیها. إذا كان عرض 
كل هامش في رأس الورقة واسفلها ۱سم وفي 
کل جانب ۵,.سم فجد بعدي الورقة اللذین 
یجعلان المساحة الطبوعة آکبر ما يمكن. 





T yas) الحل ا‎ 


افرض أن 6322¿ الورقة هما س» صء والمساحة الطبوعة هی م. 
العطیات: مساحة الصحيفة ١‏ ۵ سم" . 


الطلوب: ایجاد بُعدي الورقة حتى تکون مساحة الطباعة آکبر ما يمكن. 


»)۱5-۳( لاحظ الشکل‎ p مساحة منطقة الطباعة م - (س -۲) (ص‎ E 


۰ حدس X‏ ص » ومنه: ص > 


O. 


و 





۶(س) < (س -۲) لت -۱) 
س 


۱ . ٠ 


جد م — :5 + Y‏ 
ع(س) ۶ 5 m‏ 





۳ 
م(س) = -۱ + ۳ 





WA 


+1 





= ۰ ومنه: سراح . ١١‏ 


ا --۱۰ لذلك بين (لاذا؟). 


TE [[‏ من أن للاقتران قيمة عظم عندماس = ۰ سم | ستحدم اختبار ا لمشتقة الثانية: 








ی — و ۲ 

۶ (س) = 

1 سر 

۲ Y مب‎ 7 
s uk wm. (۴ 


۱۰ = تو جد قيمة عظمی عندما س‎ .٠. 


O هو‎ 


و 


لاریجاد قيمة ص = 





s y 


.". بُعْدا الورقة اللذان یجعلان المساحة الطبوعة أكبر مایعکن هما: ۱۰سم؛ ۵سم. 





)١‏ ما العددان الصحیحان الوجبان اللذان بجموعهما ۰7۰ وحاصل ضرب آحدهما في مربع 
الاخر أكبر ما يمك. ؟ 
(Y‏ صحيفة ورقية مستطيلة الشكل» مساحتها ۳۲سم يراد طباعة إعلان عليها. إذا كان عرض 


کل هامش في رأس الو رقة و آسفلها !سم وفی کل جانب ۵ و ۰ سمء فجد بعدي الورقة 
اللذین یجعلان الساحة الطبوعة آکبر ما یعکن. 





۳) أراد إبراهيم أن یفتح نافذة مستطيلة في جدار (حدی غرف منزله» بحيث یکون محيط النافذة 
"م . جد بُعْدي النافذة اللذین یسمحان لأكبر كمية ممكنة من الضوء بدخول الغرفة. 


£( کرتونة مربعة الشکل طول ضلعها ۱۲سم إذا فص من جوانبها 
الأربعة )£( مربعات متساوية طول ضلعها س» ثم رُفعت 
الجوانب» وأصبحت على صورة علبة مفتوحة من أعلى» فجد 
قيمة س التي تجعل حجم العلبة أكبر مایعکن. 


س 


(e‏ إذا كان مجمو ع ضلعي القائمة في مثلث قائم الزاوية يساوي 4۰ سم فجد أكبر مساحة ممكنة 


)١‏ يراد تصميم بركة قاعدتها مستطيلة الشكل» ومساحتها ١۳م‏ ثم إحاطتها.عمر خارحي 
منتظم عرضه متران. جد أبعاد البركة الراد تصميمها بحيث تكون المساحة الكلية للبركة 
والممر أقل ما.یعکن. 







ينتج مصنع للثلاحات س ثلاحة شهريًا. فإذا كانت تكلفة انتاجها تعطی بالعلاقة: 
ك(س) - ۳۲۰۰۰ + 4س + س]» و کان سعر الثلاجة الواحدة ۰۰۰ دینار فجد عدد الثلاجات 


التي يجب أن یبیعها الصنع شهريًا لتحقیق أكبر ربح ممكن. 


پستخدم علم التفاضل م في الكثير من المسائل الاقتصادية التي حسم على الشركات أو 
الصانع اتخاذ بعض القرارات المتعلقة بإنتاج عدد مناسب من السلع للحصول على أكبر ربح 
مکن, أو آقل تكلفة. فمثلا إذا كانت تكلفة س من وحدات سلعة معينة ینتجها مصنع ما تعطی 
بالاقتران ك(س) = سر( + هس + ۱۲۰۰ فان ك(س) یسمی اقتران التكلفة الكلية» وهو یعتمد 
على القدار الثابت (۰ ۰۱۲۰ والقدار التغیر (سر "+ هس) الذي يتغير وفق عدد الو حدات النتجة 
س. وتسمّی الشتقة الأولى للاقتران ك(س) التكلفة احدية؛ أي ان ك(س) = معدل تغير التكلفة 
بالنسبة إلى عدد الو حدات النتجة علمّا بأن التكلفة احدية لا تتأثر بالقدار الثابت لأن مشتقته 
صفر. لحساب التكلفة الحدية J‏ (۲۰) و حدة يتعين أولا إيجاد التكلفة الحدية. 
(س) = كس + ۵ 
۲۰(2) - ۲۰(۲) + ه = ٤٥‏ دينارًا. 

وبطريقة مشابهة إذا كان الایراد الكلي الناتج من بيع س من هذه الوحدات یعطی بالاقتران 
د(س) فان قرس تسمی الاير اد الحدي (معدل التغیر في الایراد) بالنسبة إلى عدد الوحدات المبيعة» 
وإذا كان الربح یعطی بالاقتران ر(س) فإن 9 (س) تسمی الربح احدي (معدل التغیر في الربح) 
بالنسبة إلى عدد الو حدات البيعة. 
الربح = الایراد الكلي - التكلفة الكلية 
ر(س) = د(س) - ك(س) 
. ر(س) = 3 (س) - ك(س) 


أي إن الربح الحدي = الإيراد الحدي - التكلفة الحدية. 


لاحظ أنه إذا كان ر(س) = ۰ فإن: د (س) = ك(س)» ومن ذلك نحد أن الربح یکون آکبر ما بمكن 
عندما تكون التكلفة الحدية مساوية للإيراد الحدي. 


تعريف ” 
إذا كان س هو عدد الوحدات المنتجة من سلعة معينة ضمن فترة محددة في مصنع ما فإن: 
ك( س) = اقتران التكلفة الكلية. 
mm‏ ا 
د (س) = اقتران الإيراد الكلي = التكلفة الكلية + الربح 


= ك (س) 36 ر(س). 





5(س) = الایراد احدي. 

ر(س) = اقتران الربح = الایراد الكلي - التكلفة الكلية 
= درس) > ا 

ر (س) = الربح الحدي = الایراد الحدي - التکلفة الحدية 


ب 5(س) - (س). 


مثال (۱) 

لاحظت إحدى الشرکات التي تصنع آلعاب الأطفال أن التكلفة الكلية لانتاج س لعبة هي 
ك(س) = ۳۰۰ - ۰,۲ س + ۰,۰۰۱ سا دينار» وأن الربح الناتج من بیع س لعبة هو 

ر(س) = 4 ,٠س‏ دینار. جد كلا ما یأتی: 

0 اقتران التكلفة الحدية. 

(Y‏ عدد اللعب اللازم إنتاجها حتی تکون التکلفة آقل مایعکن. 

۳( الإيراد الحدي الناتم من بيع ( ٠‏ ٠)لعبة.‏ 


الحل 
۱ ال لتكلفة الحدية = ك(س) = - ۰,۲ + ۰۰۲و۰س. 


(v‏ تکون التكلفة أقل ما يمكن عندما ك(س) = صفرا. 
۲و + ۲ .ووس ده 
ea u‏ 
وعا آن 2(س) - ۰,۰۰۲ > صفر فان ل۱۰۰(2) > . 
.٠.‏ للاقتران ك قيمة صغری عندما س = ۱۰۰؛ لذا فان التکلفة تكون آقل ما یمکن عندما 
س < ۱۰۰ لعبة. 
(Y‏ الایراد الكلي = ك(س) + ر(س) 
د(س) = ۳۰۰ - ۲ وس +۰۰۱ وس + وس 
د(س) = ۳۰۰ +4 ۲ وس ل Yes sa‏ 
الایراد احدي = د (س) = ۰,۲ + ۰۰۰۲س 


تنلات aor 356 asw a Ü E Y‏ 5ك أو ؟ ذينار. 


CET 


إذا كان اقتران الإيراد الکلی لأحد البیعات هو د(س) = ١٠س‏ + ۲ر" دينار» واقتران التكلفة 





الكلية ك(س) = .“اس + ٤ر"‏ + ۲۰۰ دينار» حيث س عدد الو حدات المبيعة» فجد قيمة س 
التي تحعل الربح آکبر ما یعکن. 

مثال 6 

وحد مصنع لإنتاج الأجهزة الالکترونية أن التكلفة الكلية بالدينار لانتاج س من الأجهزة أسبوعيًا 
تعطی بالاقتران (س) = ۵۰۰۰ + ۰ ٦س‏ + ٠ ٠۲‏ ,٠سآ‏ . إذا بیع الجهاز الواحد.عبلغ ۸۰ دينارًا 
فما عدد الوحدات التي يجب إنتاجها وبيعها أسبوعيًا لتحقيق أكبر ربح مکن؟ 


١١ 


Jall 

عدد الأجهزة - . 

الایراد الكلي الناتح من بيع الأجهزة = عدد الا جهزة × سعر الجهاز 
د (س) < س × A.‏ 

ارا ۹ 

الربح = الایراد - التکالیف 

ر(س) = ۸۰س 9۰۰۰ + 1۰س + ۰۰۱۲ وس ) 
ر7(س) = ۰-۸۰ ۰۰و دس 

"u S. l kis s 

لایجاد أكبر ربح مکن: 

ر(س) < ۰ ومنه: 

f ۰‏ وس 

س‌< ۵۰۰۰ جهاز. 

وما أن ر(س) = — $ وه 

وأن (۵۰۰۰) = ٠,٠٠٤‏ < صفر 

فان للربح قيمة عظمی عندما س = ۰۰۰ جهاز. 
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وحد مصنع لإنتاج أجهزة إلكترونية أن التكلفة الكلية بالدینار لانتاج س من الأجهزة أسبوعيًا 
قيمة س التي تحعل الربح الأسبوعي أكبر ما يمكن. 


۱ 





ا  a u u‏ 
)١‏ إذا كان اقتران الایراد الکلی للمبیعات هو د(س) = ۸۰س + سا دينار» واقتران التكلفة 
الكلية هو (س) = 4۰ + ١١س‏ دینار» حیث س عدد الوحدات النتجة من سلعة ما 





(Y‏ ينتج مصنم للحواسیب س جهاز أسبوعيًا. فإذا كانت تكلفة الانتاج الكلي الاسبوعي بالدینار 
تعطی بالعلاقة ك(س) = ۳۰۰۰ +۰ وس + س" و کان سعر اهاز الواحد ۲۰۰ دینارّا » فما 
عدد الأجهزة التي يجب أن يبيعها الصنم أسبوعيًا لتحقيق آکبر ربح مکن؟ 

۳) إذا كان اقتران الإيراد الکلی للمبيعات هو د(س) = OPY:‏ - سآ دينار» واقتران التكلفة 
الكلية هو ك(س) -.؟ + ۸س دینار» حيث س عدد الوحدات المنتجة من سلعة ما» فجد 

l! (٤‏ كان د(س) = ٦۱س‏ - س" ۲۰-2 دینار» ك(س) = ۲س" - ۸س + ه ١‏ دينار» هما إيراد 
س من و حدات سلعة معينة وتكلفتهاء فجد قيمة س التي تحعل الربح آکبر ما يمكن. 

°( | المسألة الواردة فى بداية الدرس. 

`( يبيع أحد المصانع الو حدة الواحدة من سلعة معينة.عبلغ ۰ دینارا. فاذا كانت التكلفة الكلية 
لإنتاج س وحدة من هذه السلعة أسبوعيًا تعطی بالعلاقة: 


ك(س) = ”و .٠س؟‏ + . لاس + ۱۰۰ دینار» فجد الربح اخدي. 


۱۳ 


(۱ 


(Y 


(Y 


(£ 


(° 


(٦ 


(V 
(A 





يتحرك جسيم وفق العلاقة: ف(ن) = DY‏ - ۱۲ن + ۰۳ حيث ف المسافة التي يقطعها الجسيم 
بالأمتار» ن الزمن بالثواني. جد تسار ع الجسيم عندما تساوي سرعته Y‏ عم اث. 

یتحرك جسیم وفق العلاقة: ف(ن) = م (ن »)١-‏ حيث ف السافة التي یقطعها الجسيم 
بالأمتار» ن الزمن بالئواني. إذا كانت سرعة الجسيم القطوعة بعد > وان تساوي ۱۲ 
فجد قيمة الثابت . 

قطعة أرض يراد تسییج جزء مستطیل منها بحيث تبلغ مساحته ۲۳۷۵۰ إذا كانت تكلفة 
المتر الطولي الواحد من جانبین متوازیین ثلاثة دنانير» ومن الجانبين الاخرین دینارین» فجد 
آبعاد قطعة الأرض التي عکن تسییجها لتحقیق أقل كلفة ممكنة. 

إذا كان ق(س) = س -٦(‏ س)؛ فجد: 

أ ) فترات التزاید و التناقص لنحنی الاقتران ق. 

ب) القیم العظمی و الصغری للاقتران ق (إن وحدت). 

يبيع أحد الصانم الوحدة الواحدة من سلعة معينة,عبلغ ۱۰۰ دينار» فإذا كانت التكلفة الكلية 
بالدنانیر لانتاج س و حدة من هذه السلعة آسبوعیّا تعطی بالعلاقة: 

2(س) = ۰,۳ سر؟ +۰ ٤س‏ +۷۰ دينارّاء فجد الربح احدي. 

لكل من الاقترانین الائیین جد القیم العظمی و الصغری (إن و حدت) باستخدام اختبار 
المشعفة الثانية: 

(Í‏ ق(س)- ”اس ۳ر ۱۲س لاه 

۷ + ق(س) ديات ۲س‎ G 

اذا كان ق(س) = س(۳س (A—‏ فجد معادلة الماس لمنحنى الاقتران ق عندما س = ١‏ 

ما العددان الوجبان اللذان حموعهما ۵۰ و حاصل ضربهما آکبر ماعکن؟ 


٩‏ إذا كان ك(س) = 4۰ + ۳س" دینار اقتران التکلفة الكلية لإنتاج س قطعة من سلعة ما» فجد 


التكلفة الحدية لانتاج ۲۰ قطعة من هذه السلعة. 


۱ 3 3 2 








۰ إذا كان ق(س) = (۳س - (t‏ فجد قيمة س التي تجعل ق(س) = ۳۲ 

O S )۱‏ هذا السوال من ست فقرات من نوع الاختیار من متعدد» لكل فقرة أربعة بدائل» 
واحد منها فقط صحیح . ضع داثرة حول رمز البدیل الصحیح: 
(AY)‏ 


(Y) 


(£) 


(°) 


إذا كان للاقتران ق(س) ‏ آس] — ۱۲س + ۱ قيمة حرجة عندما س = » فان قيمة أ 
ساوي: 

= (s ۱۲ ب) 1 ح)‎ ۲ (Í 

إذا كان ميل الماس للاقتران ص = (۲- س)* عند النقطة (س,» ص ) يساوي  )4(‏ 


فان قيمة س تساوي: 


۳ د)‎ Y ج)‎ Y— (— نس‎ ( Í 
س» فان للاقتران ق قيمة صغری عندماس تساوي:‎ ٤ إذا كان ق(س) = س۲-‎ 
£ أ ) صفرًا ب) ۲ ج) —£ د)‎ 
فترة التزاید للاقتران ق(س) = سا — ۲س - ۲ هي:‎ 


[vay] (1‏ ب) [ ۱] ج) (eo A]‏ د) (<می ۱] 
یتحرك جسيم وفق العلاقة: ف(ن) = ٦ن"‏ ۵ » حيث ف السافة بالامتار التي یقطعها 
ابحسیم في زمن قدره ن ثانية. السافة التي یقطعها الجسيم بالأمتار حتی یصبح تسارعه 
صفرًا هي : 

أ( ۱۲ ب) ۱۲ >( Y£‏ د) ۳۲ 

إذا كان للاقتران ق(س) = أس" ‏ ٣ر"‏ قيمة صغری محلية عند س = ۰۱ فان قيمة 
الثابت آ تساوي: 


sl‏ ب) v—‏ ج) — ۳ °( م 














الوحده 


ا“ التکامل وتطبیقاته 





1 اشکامل آحد E‏ 
الوضوعات في الریاضیات؛ لما له 
من آهمية كبيرة في کثیر من التطبیقات 
العمليتة. و لا سیما الاقتصادية» 
و الهندسية. والعلمية و الاحتماعية 
و الانسانية. وقد بدا دراسته در اسة 
عميقة في نهاية القرن السابع عشر 
اليلادي كر کبة من علماء الریاضیات 
والفیزیاء» مثل الاجليزي إسحاق 
نیوتن (۲ 2۱۷۲۷-۵۱۲ والألماني 
حوتف رد ليبنتز (1 2۱۲6 -۱۷۱۲م) 
اللذين يُعزى إليهما الفضل في اکتشاف 
علم التكامل؛ الذي توالت الدر اسات 
التعلقة به» واستمر التطور في تطبیقانه 
في جميع المجالات الحياتية و العلوم 
المختلفة. 





۳ در اسة التكامل فى هذه 
الوحدة استکمالا لدراستنا موضو £ 
لتفاضل؛ فالتفاضل والتکامل علمان 
متلازمان يتمم آحدهما الاخر. 













Integration and its Applications 


یتوقع من الطالب بعد دراسة هذه الوحدة أن یکون قادرّا علی: 


استخدام قواعد التکامل في حساب تکاملات الاقترانات 

کثیرات احدود و الثلثية (حاس» جتاس» قاس والاسية 

۱ 

استخدام الاقتران اللوغاریتمی الطبيعي في التکامل. 

تعرف التکامل الحدود و استخدام خصائصه. 

استخدام طريقة التکامل بالتعویض في حساب تکاملات 

اقتر انات محددة. 

استخدام التکامل في حل مسائل تتعلق بحركة جسيم على 

خط مستقیم) و تتضمن: 

= حساب السافة |ذا أعطيت نقطة البداية و السرعة بو صفها 
اقترانًا في الزمن. 

- حساب السرعة رالسافة ضمن معطیات معينة. 

نمذجة مسائل النمو والاضمحلال وحلها. 

استخدام التکامل في إيجاد مساحة المنطقة الحصورة بين 

منحنی و حور السینات. 

حساب مشتقة كل من الاقترانین: اللوغاريتمي الطبيعي» 


والاسي الطبيعي. 
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جد قاعدة الاقتران ق الذي تعطى مشتقته بالقاعدة ق(س) = ۳سر۲- "س + ه» 


علمّا بأن ق(۰) - ۷ 


للإجابة عن هذا السوال» سنستخدم قواعد الاشتقاق التي درستها في الوحدة الثانية. 
تعلم أن G)‏ = ٣س‏ وآن (- ۳س)- - ٦س‏ » وأن (هس) = o‏ ولهذا فان مشتقة القدار 
Ce)‏ — ۲س + هس) تعطي القاعدة الطلوبق وهي (۳س"- ٦س‏ + 5). 
ولكن» هل القدار (س؟- ٣ر"‏ + هس) هو الوحيد الذي مشتقته (۳س۲- "س + ۵)؟ 
تعلمت من š‏ اعد الاشتقاق أن مشتقة الثابت تساوي صفراء لذلك: 
(س۲- ۳س] + ٥‏ س) = لاس] اس + ه 
وكذلك (س۲- ماس" + هس + ج) ۳سا - ٦س‏ + هء حيث ج ثابت عددي. 
أي إنه یوحد عدد لا نهائي من الاقترانات مشتقة كل منها تساوي LEY)‏ — ٦س‏ + ه), 
ويمكن التعبیر عن ذلك بالصيغة العامة الاتية: 


ق(س) دس" ٣س‏ + ° _ + ج 2 حيث ج ثابت. 


7 








يُطلق على الاقتران ق(س) = س — “اس + هس + ج اسم التکامل غير الحدود للاقتران 
ق(س) < ۳سر۲- "س + ه 
ویر عن التکامل غير الحدود للاقتران (س) بالنسبة إلى المتغير س بالصورة: 


| ق(س) دس . 


بمكن القول إن عملية التكامل هي عملية عكسية للتفاضل (للاقترانات المتصلة). 





اذا کان ق اقتر انا معصلا فان: 
G‏ | ق3(س)عس = ق(س) + ج (ج ثابت التکامل). 
مشتقة (التکامل غیر الحدود للاقتران ق(س)) < ق(س). 


مثال (۱) 











إذا كان ص = ]| (6س- س) وس فجد کت _ عندما س = Y‏ 
الحل 

ص= | ٤(‏ س - ۲س) وس 

باشتقاق الطرفين: 

_ — _ )| س ۳س) عس) = ٤س‏ - لاس 
عندما س = ۲ = (Y£‏ — )= ۱۰ 


دس 


| تدریب (6 


4 
اذا کان سا 








: دص 
وس» فجل س عندماس = -۱ 
س 5 ١‏ دس 


بناءٌ على در استك قواعد الاشتقاق. يمكنك استنتاج قواعد التکامل غير الحدود الاتية: 


۱( 5 = آس + جع ezz‏ 


FO 
2 l 
لدم‎ 5 ° (Y 
۳۳ 9 
جاس وس چا‎ | (V 


= ۰ اس‎ = L. جتاس‎ | (٤ 


۳ 


(حيث ج تابت التکامل). 





عثال (۲) 
جد كلا من التكاملات الآنية: 
0 | س دس | دس 


الحل 


° 


° 





(١‏ اس دس + ج 


۱ 
(Y‏ | وس - | س ئس — 
0 


۲ 


وت 


۴۳ 


1 


.. 
۰ 


في الفر ع (۲) من القواعد الآنف ذکرهاء لماذا يشترط أن يكون ن عو -١؟‏ 


Y. 
= وس > | قاس وس‎ 





۱ 
۲) | سل وس س É‏ ° دس 
0 


۲-0 وس = اس + ج 
- ج 
+ ی —— + — 





CET 


جد كلا من التکاملدت الاتية: 
) | عس | س كس 
| وس » س G . Z‏ | باس عس + س > . 
عا أن التکامل هو عملية عکسية للتفاضل. فهذه بعض خصائص التکامل غير الحدو د: 
)١‏ إذا کان ص- أ ق(س)» حيث أ ثابت» فان ص = أ ق(س)؛ لذا فان : 
| ص عس - | أ ق(س) ا فا n‏ 
آي ان: | آل(س)عس -أ | ل(س) عس, حيث أ ثابت. 
(Y‏ ذا كان ص = ق(س) + م(س)؛ فان ص = ق(س) + م (س)؛ لذا فان: 
|> وس = | (3(س) + م (س) ) وس 
ص = ق(س) + ع(س) + ج 
أي ال | ( (س) + ع(س) ) عس - | دس وس + | ع(س) کس. 
(Y‏ إذا كان ص< ق(س) ‏ م(س)» فان ص = ق(س) - م (س)؛ لذا فإن: 
Z |‏ کس = | (ق(س) - م (س)) عس 
ص = ق(س) ‏ م(س) + ج 


أي ان |) ل(س) — ع(س) )عس = | ل(س) دس - | عس دس. 


(e) مثال‎ 

جحد قيمة التکامل الاتي: 

| (۲س - هس + 4) عس 

الحل 

| 'س- هس + 4) عس = | ۲س وس - وس س + | ٩‏ عس 
= ]۳ س‌عس - ۵ |س دس + ٩‏ | كس 


5 
+U (=‏ =( سس س + جم) + (٩س‏ +=( 





Ó ۱ .‏ ۳ 
Sms ¿s si‏ هي انا م 
حيث الثابت > = — — جم + جم 
2 
1 
س ست عس ۲ | (٤س‏ - ۳جحاس) عس 
س 
اصثال (e)‏ 
جد كلا ما يأتى : 
1 _ 
۱ | س( ۲س - ۱) س ا — 
الحل 


۱ يتعين أولّا إجراء عملية الضرب. ثم إجراء عملية التكامل كما يأتى: 


| س(۲س - (N‏ عس = | (۲س - س) عس 


۱ 


۱ ۲ 


(Y‏ یتعین أولا (جراء عملية القسمة ثم إجراء عملية التکامل كما يأتى: 


O 
ا یر - |( - هس) ×س۱ عس‎ | 
سل‎ 


= |(س- ه) عس 









۱ حل الفرع (۲) من المثال )٤(‏ بطريقة أخرى. 
(v‏ أراد أسامة إيجاد التكامل الاتی: | ۲س(۱س-۱)عس» وذلك بإجراء الخطوات الانية: 


| «س(۲س - ۱) كس = | س] کس × | - (N‏ ىكس 


= س × U)‏ — س) + ج 


ے تدریب @) 


جد كلا من التكاملات الاتية: 


6_۲ 
(١‏ | (اس + ۳) عس (Y‏ وس ©») س <. 
۷ — 
+U‏ "اس ۱۵ س ع 1 
۳ | کس س ع ۳ G‏ | للد کس » س ع 
س Y—‏ س + ع 





CEE 


JZ‏ المسألة الواردة فى بداية الدرس. 


١ 5 





WO | 








: جد كلا مما يأتي‎ (N 
5 ' ۱ 
)الس ب | فك برس خی‎ 
5 سر‎ Y 
[(۷-س) دس د ( | س دس‎ (— 
سل وس‎ |= 
ب‎ 
: جد كلا ما يأتى‎ (Y 


(Y 


|( | اسر۲- آس + ۳قاس) عس 
ب) | D)‏ - س) (٤س‏ + )كس 


—( | ۳ظاس حتاس دس 





س + ٣س‏ + ۸ 
سس کس »س Z‏ -۲ 
س + ۲ 
5 م 
جد يد عندماس = و حيث ص = | دس » س ٠ Z‏ 
و 


إذا کان ق اقترانًا قابلا للاشتقاق» و کان ق (س) = ٦س‏ ۸س + o‏ وکان ق(-۱) = ۰۲ 


فجد قاعدة الاقتر ال ق . 


ه) إذا كان ]ع(س) ڪس - كسا سر" + اس o‏ فجد ع(۱). 


(٦ 


(V 


(A 


(۹ 


إذا كان ق اقترانًا قابلا للاشتقاق» و کان ق(س) = ۲س - o‏ و کان ق(۲) = 6 فجد قيمة 
ق( ۱). 
إذا كان ق اقترانًا قابلا للاشتقاق» و کان ق(س) = ۳س(1 - س) + 4س؟ » وکان 
ق(۲) = ۰۱ فجد قيمة ق(۱). 
2 > "+ ٦س‏ + A‏ 
إذا كان ق اقترانًا قابلا للاشتقاق» و کان ق(س) - س ج صفرًاء وكان 
م 
ق(۱) = ۱۲ فجد قاعدة الاقتران ق. 


إذا كان ل اقترانًا قابلا للاشتقاق» وكان ل (س) - "“س؟ ‏ سر — ۲س» فجد قيمة 


ل(۳) - ل(۱). 


۱ ۷ 





۱ 
إذا كان ق(-۱) = Y‏ ق(۲) = 0 فجد قيمة التکامل الآتي: | 3۶(س) وس. 
0 


تعلمت في الدرس السابق أن التكامل غير المحدود للاقتران ق يعطي عددًا لانهائيًا من 
الاقترانات بصيغة (ع(س) + ج » حيث ج ثابت)) وأن الاقترانات تختلف فيما بينها فى قيمة 


الثابت ج» حيث: (ع(س) ع >( = ق(س). 





مثال (۱) 


جحد | ۳س کس 
الحل 
[ ۳س وس - (س + ج m‏ + ج) e‏ 
À =‏ رح — > = V‏ 


— P _. cN> CEL 


تا 


لاحظ أن الناتم النهائي للتکامل المحدود یکون قيمة عددية خالية من ثابت التکامل (ج) (لماذا؟), 
ولهذا بمكن تحاهل ثابت التكامل فى التكامل المحدود. 






هل يمكن تحاهل ثابت التكامل عند إجراء التكامل غير المحدود؟ برّر إجابتك. 


عثال (۲) 


5 
جحد قيمة التکامل الاتی : | eY)‏ — ۲س + )ىس 
۲ 


| ب لحل 
a‏ 


۱ ۳ 

| (س -۱۲س + °( وس = (س؟ - ٦س‏ + مس) | 

۲ ۲ 
)۱۰ + ۲-۸ -)۵-7-۱-( = 


٦- = )-( A ۲ = 


CET 





۱ 


)| سک ر 
£ و 


(Y‏ | 6 ۱(س) دس 


فال( 


TT ۱‏ 
اذا کان ص د | ( ٤س‏ — ۳س + 7) وس » فجد قيمة 9 
۱ 
الحل 
= صفرا (لاذا؟). 
دس 


CET 


حل المسألة الواردة في بداية الدرس. 


تدريب © 


إذا كان | “س ىس = 4¿ فجد قيمة الثابت ب. 
١‏ 


۱۷/۰ 





اسآ لته 


: احسب قيمة كل ما يأتي‎ (N 


1 ۱ 
١ ۲‏ 
۳ | 
x ١‏ سن 
۲ ۲ 
ج) | (اس + UA‏ س + ۷) دس ° ( | )= ۲ (س + (N‏ کس 
| -۲ 


۳ 
۲ إذا كان | ٤‏ وس = ۰۲۰ فجد قيمة الثابت م. 
3 
(v.‏ إذا كان الاقتران ق مُعرّفا على الفترة [e »١[‏ وكان ق(س) = ۲س + ۱ فجد قيمة 
ق(ه) - ق(۱). 
۲ 


۲ 


°( احسب قيمة کل من التکاملات الاتية: 


I‏ ( | ۳س( > — سا )كس —( | ا 


u 
۷ - س٦‎ + سا‎ | ( 


دس 
س ۱ 


۲ 


`( اذا کان | ق(س) وس = ۰۱۳ و کان ق(۵) = -۱۷ فجد قيمة ق(۲). 


° 


۱۷۱ 


١ 6‏ السب قيمة التكامل الاتي: url.‏ دس 
ب) احسب قيمة ]ماس 


—( ماذا تل حف ؟ رز اجابتك. 


۱ 
(Y‏ آ) احسب قيمة التکامل الاتی: | (دس-ه + ٦س‏ ) یس 
اط 


۲ 


1 
ب) احسب قيمة: | x‏ عس - | ۵ وس + | "سس وس 
ج == y‏ 


١ 


ح) ماذا تلاحظ؟ برّر إجابتك. 





O مثال‎ 


١ 


0 ۳ اق(س) عس (Y‏ نب 4) عس 


VY‏ سس 





الحل 
`( | ۲ق(س) وس = ۲ | ق(س) عس 


۱ ۲ - (CA) = 


(Y‏ | ھی - ۹ق( + )سس۲ | ه(س)عس- | فعس + | كس 


= ۳(-۲)-۰() +(عس) | 


۱ 


۳۵ (۱۲ ۱ s = 


CET 


۲ 


۱ 
اذا كان | ۲ل(س) وس = (Y—‏ | ع(س) عس = eo‏ فجد قيمة كل ما يأتي: 
1 


١ 





٦‏ هء(س) 
<| 3 


y 





دس Y) l (Y‏ ع(س) — ٣‏ ل(س) - ۲س) کس 


(F) نشاط‎ 





(١‏ احسب قيمة التکامل الاتي: | et)‏ + ۳س - (e‏ وسء ماذا تلاحظ؟ برّر إجابتك. 


۳ ۱ 
(Í‏ | ٦س‏ س ب) | “ساكس 
۱ ۳ 


ماذا تلاحظ؟ برّر اجابتك. 


VT 


۳ احسب قيمة کل من التکاملات الاتية: 


| اس اس ی 


ج) ا ۱) کس 


۱ 


ماذا تلااحظ؟ 





بناءٌ على إجاباتك فى النشاط (Y)‏ بمكنك التو صل إلى الخصائص الاتية للتکامل الحدو د: 





مثال (۲) 


5 ° 


اذا کان | ؛قلاس) وس .Y=‏ | ق(س) دس = £ فجد كلا ما يأتى: 


۱ ۱ 


۱( | ق(س) کس (Y‏ | ق(س) کس (Y‏ | ق(س) دس 





گنه 


الحل 


Y = "قرس )كس‎ | (١ 


۱ 


° 


۲ | ق(س)عس = ۲ وب بقسمة کل من الطرفين على ۲ ینتج: 
١‏ 


١ ° 


| ق(س) دس = ۰۱ و منه: | ق(س) دس = ١‏ (لماذا؟). 


° ۱ 
1 ۱ 5 


(Y‏ | ق(س) دس = | ق(س) وس + | ق(س) دس (لماذا؟). 
د ع دم 


س 


(Y‏ | ق(س) دس < صفرّ | (لماذا؟). 


دك 


CET 
y 


باق ۱ . : 
إذاكان | s‏ وس = © » | ق(س) وس = t‏ فجد قيمة كل ما يأتي: 


ڪا 1 


` 





1 0 


۱( | ۲ق(س) دس (Y‏ | ق(س) عس 


` 


CET 


اذا كان | 0" ق(س) - ۶) عس <- ۰۱۸ فجد قيمة التکامل الاتی: | ق(س) كس 
۲ 


° 


۲ 


۱۷/۰ 


عثال )6( 


= 


|+ vY 
فجد قيمة الثابت ب.‎ ٠ = ؟) اذا کان اس ۱) وس‎ 
١ 


الحل 
)١‏ جما أن قيمة التكامل المحدود تساوي صفرًاء وقاعدة الاقتران ق غير معلومة» فإن: 
الحد العلوي للتكامل = الحد السفلي للتكامل 
Fu‏ 
O‏ 
(Y —D‏ )+ )= . 
ومنه: < ۳ أو: أ <-۲ 


س 


۰ 


| ('س- ۱) کس -(س -س)‎ | (Y 
)۱-۱(( - <(ب"- ب)‎ ٠ ۱ 


د كدي نج (Ye‏ 


.'. ب = »أو ب = ١‏ (لاذا؟). 


| تدریب 00 
۱ 


۳ 





۱ 


ل 


۱۷۹ 





و س 


(١‏ ادا کان | ۲ ق(س) دس = ۰۱۲ | ق(س) عس - ۰۶ فجد قیمة کل ما بأتي: 


٤ ۱ 


|( | ۳ق(س) دس —( | ق(س) دس 


—( | رق(س) + ۲س) دس 


Y 


| اذا کان‎ (Y 


۱ — 


ل(س) 
۲ 





۱ 
دس = ۰۲ l‏ (ه (س) + (A‏ كس = o‏ فجد قيمة كل ما يأتي : 
۲ 


أ ( | ه (س) دس —( | (ه (س)- ۲س + ۳ل(س)) دس 
+۷ 


۳) اذا كان l‏ ق(س) وس = ۰ فجد قيمة الثابت أ. 
أت 
۳ 
£( اذا کان | (۷-س)عس - ٠‏ فجد قيمة الثابت م. 
۳ 
۱ 
°( إذا كان | (۳ق(س) - (e‏ عس = ٩‏ فجد قيمة التكامل الآني: 
3 


| (۲ق(س) + ۱)عس 


Ü 
فجد قيمة الثابت ل.‎ ۰٩ = اذا کان | (س- ۱) وس‎ )” 


V VV 








التکامل بالتعويض Inteqration by Substitu!‏ 
جد قيمة التکامل الاتی: 


| ۲س ۷س + ٩‏ دس 


٠ 





لا < حساب هذا التكامل بالطرائق التى تعلمتها سابقّا؛ لوجود عملية ضرب اقترانات 
داخل التكامل يصعب تبسيطهاء لذلك نستخدم طريقة التكامل بالتعويض في حساب هذا التکامل» 
وهى طريقة تقوم على استعمال تعويض مناسب لكتابة التكامل بدلالة متغير جدید» وبصورة 
رعتال )%( 
جد قيمة التكامل الآئي: | ٣س‏ (س + ۵ عس 
الحل 
S‏ إيجاد قيمة هذا التکامل باستخدام طريقة التکامل بالتعويض» وذلك حسب الخطوات الاتية: 
)١‏ افرض أن ما في داخل القوس = ص 

افرض أن ص = س + ° 
(Y‏ حول التکامل المطلوب بدلالة المتغير الجديد (ص)» كما يأتى: 


۶۳ ۶ 2 





5 
بالااشتقاق : — = UY‏ » ومنه: وص = "سا وس 
س 


| س (سر۲+ ۵ وس == | (ص) (۲س دس) 


۳ 





L| =‏ = + ج 


۱۷۸ 


£( آعد لتعویض بدلالة التغیر (س)» فیکون ناتم التكامل: 


(CE 
اس (س + ) ا 07 ا‎ | 







| تدریب (6 


جحد قيمة التکامل الاتی: || Y‏ (۳س۲+ ٤‏ س) (س" + ۲س) وس 


هتال (v)‏ 
حد قيمة كل من التکاملات الاتية: 


0( [(۲س + 6۱ رسد ۵ کس (Y‏ | «جتل(۱س - ۱ وس 


۲ 





1 ۱ 
۲ ص 6) | وس 
اس + ۱ ۱ 
۱ ۳ 
الحل 
۱( | (۱س + ۱ | س۲+س + ه كس 
افرض أن ص = سا + س + ° 
eT —‏ 
= = ۲س + ۰۱ ومنه: حص (۲س + ۱) دس 
|("س + ۱) ۷اس + س + د وس = | اس + س + © (۱س + )١‏ عس 
V| =‏ عص 


۳ 


۳ 


۲ E8 
ج‎ + (e) |(ص)" وض س‎ = 
۲ 
سس ۷ص + ج‎ 
بأ( سب‎ Y _ 
— + (°+_ + U) V 


(Y‏ | «جتل( اس - )مس 


افرض أن =_e‏ ۲س - ۱ 





دص 
7 = ۲ ومنه: وحص = ۲ وس 
| جتا( ۲س - )ئس = | جتاص دص (لاذا؟). 


= ۳ جاص + ج 
٣ =‏ جا( ۲س — ۱) + ج 
2 ۱ 5 
۳ 


سح +۱ 
افرض أن ص- س + ۱ 





د 8 0 "1 

Y = 7‏ س» ومنه: وحص = ۲س کس 
١ 1‏ ۱ 
س + ۱ ۷ ص 


k 


(Oe) "|‏ ` ىحص 


۲ -)(ص)' + ج 
= ۷س + + ج 
فیکون | أس لتب وس = مس +۱ ñ‏ جم ۵ — 


يمكن التعویض في قیم ص بدلا من قیم س كما يأتي : 
عندما س = ۲ » ص o= ۱ + (Y)=‏ 


عندماس = ۰ » ص =(.) + ۱ ا 





K. 
2 
= 
۲ 
N 
تسس سيم‎ 
| 


سل (۲) (ص)۲ + ج 


- ی 
Y _‏ 
١ + ° >‏ + جح 
=e‏ | لدو رس یا ws‏ 
۳ س +۱ ۳ 


= — (۱) - ری 


۱۳۸۹۱ 





تدریب ۲. 


خل الفر £ )٤(‏ من الثال (Y)‏ باستخدام قيم ص بالتعویض في حدود التکامل. 





جد قيمة کل من التکاملات الاتية: 


6 | ۳س(سر ۲ + 6 دس ۲( ]اس قا(۱-س) دس 


۳ 


t) | ©‏ - ۱)/اس- اس ١‏ دس ۳ — س 


س + ۱ 





جد قيمة کل تکامل ما يأتى : 
© |(أس + ب) س » حيث أء ب ثابتان» أ عد . ن عد ١-‏ 


š ب ثابتان» أ ع‎ d جتا(أس + ب) ڪس » حيث‎ | (Y 


بناءٌ على حل التدریب (t)‏ يمكن استنتاج القواعد الاتية: 





مثال (۲) 


جد قيمة التکامل الاتی: ات دس 
V sumy ١‏ 


الحل 
۰« ۱۳ 1 
| لے مس | 1é —_ Y)‏ دس 
S‏ -۱ 
و 


۲ 


۱ ۳ 7 
— د ۱ ١‏ 
° ای ( ۱ 





4 
٤۳ ۲۷‏ 
¿ ¿ 4 
ے تدريب_ © 
جد قيمة كل تكامل مما يأتي : 


۱( | 37 ۲س) کس 


(Y‏ | ۱۲جا(۱- 4س) عس 


۱۸۳ 





)١‏ اکتب التعویض الناسب لایجاد قيمة كل تکامل من التکاملات الاتية: 


<| (۲۰-۱س) (س - سکس =| دس؟ ۷ (۲بر۳- ۲0۲ کس 


۱ لاس - ٩‏ 
=| (۲س — ۲س قا (س'- س )کس د ۳ لسرا دس دس 


۲ جد قيمة كل من التکاملات الاتية: 


<| ۷ (۳س - ۲6۲ وس =| (س = ۲()۱س- ٤س‏ + ۱ وس 
ج |۲ قا(۲-س) وس | ر جا(س؛ + ۱) کس 


(Y‏ احسب قيمة کل من التکاملات الاتية: 


١ ۲ 

Í‏ ) | ۷ س + ۱ ڪس ب) | ۳س (س- ۱ عس 
۱ ۱ 
۱ | ۲-۳ س 

CY U) 6 اسلاس -۱عس‎ | = 
"sa: 1 


۱ 


١ 
عس‎ (C) فجد قيمة التكامل الاتي: | س‎ »٦- = ق(۲۷)‎ o = إذا علمت أن ق(-۸)‎ (š 


v— 
۲ ۲ 

(o‏ اذا علمت أن | ق(س) وس = ۰۳ فجد قيمة التکامل الآني: | ۸س ق(س۲ + ۱) عس 
° 2 


*) حل المسألة الواردة فى بداية الدرس. 


۱ 





© تحل مسائل هندسية باستخدام التکامل. 
© محل مسائل فيزيائية باستخدام التکامل. 
AZ ©‏ مساحة المنطقة المغلقة بين منحنی اقتران معين و مور السینات باستخدام التکامل الحدود. 


Geometric ۵۱ 





جد قاعدة الاقتران ق» علمًا بأن منحناه بمر بالنقطة (-۰۱ (Y‏ وأن ميل الماس لنحنی 
الاقتران ص = ق(س) عند النقطة (س» ص) یعطی بالقاعدة: 


۱ - ga Y = ق(س)‎ 


تعلمت سابقا أن ميل الماس لنحنی الاقتران ص = ق(س) عند أي نقطة على منحناه (أ» ق()) 
يساوي ق( أ )» حيث ق اقتران قابل للاشتقاق عندما س = أ. 
ولأن التکامل عملية عکسية للتفاضل؛ فانه عکننا ایجاد قاعدة الاقتران ق .ععرفة میله ق(س) عند 
أي نقطة على منحناه (س» ص)» وإحداثيي إحدى النقط على منحناه. 


(A) هثل‎ 


جد قاعدة الاقتران ق» علمّا بأن ميل الماس لنحناه عند النقطة (س» ص) یعطی بالقاعدة: 





ق(س) = ۳س۸-۲س, وأن منحناه عر بالنقطة (-۱ ۳). 





E 


الحل 
ق(س) = ۳س - ۸س 
بإجراء التكامل بالنسبة إلى المتغير س لكل من الطرفين» ينتج: 
| ق(س) فس = | (س- ۸س) كس 
ق(س) = سا +U‏ ج 
لكن منحنى الاقتران ق < بالنقطة (-۰۱ ۳)؛ أي إن ق(-۱) = ۳ 
ق(-۱) = (-1)۱- 6(-۱) + ج 
Y‏ ح  -۱-‏ + جح ومنه: ج =۸ 


.. قاعده الاقتران ق(س) = س - ٤س‏ + ۸ 


0, 


حل المسألة الواردة في بداية الدرس. 





هتال (l)‏ 
جد قاعده الاقتران ص = ق(س). علا بان ميل المماس لمنحناه عند النقطة (س» ص) يعطى 


2 اك n‏ ءاه 6 55 10 
بالقاعدة: = = س با س + ٩‏ » وأن النقطة (-۰4 ۱) تقع على منحنی الاقتران ص 
sg‏ 








Jall 
دص‎ 5 
ميل الماس لمنحنى العلاقة ص عند النقطة (س» ص) - فس‎ 
° 
٩+ سس‎ = — 
دس‎ 


١/1 


دص = س ۷س + 4 کس 


]> = س۷ا ۹ = 


لکن ص = ۱ عندما س = ٤‏ 








۱ سل را aa y‏ در 
۳ 
۱۲۲ 
منه: — س 
و 1 
قاعدة الاقاران ص = سب ]ما + 168 - سم 


CET 


جد قيمة ق(4 »)١‏ علمًا بأن ميل المماس لمنحنى الاقتران ص = ق(س) عند النقطة 


رس ص) یعطی بالقاعدة : ق(س) = 1 / س — Ola » ١‏ منحناه عر بالنقطة 2٠0(‏ ه). 


VA V 


| 
| 
| 


۱ إذا كان ميل الماس لمنحنى الاقتران ص = ق(س) عند النقطة (س» ص) يساوي 
٦(‏ — ۲س + وس" )» فجد قاعدة الاقتران ق» علمًا OÜ‏ ق(۰) = ه 





(Y‏ جد قاعدة الاقتران ق» إذا كان ميل الماس للمنحنی ص < ق(س) عند النقطة (س» ص) 


7 ۲ 
يعطى بالقاعدة: ق(س) = تب » وكان منحنى الاقتران ق يعر بالنقطة (0. 4). 
jl y‏ ۸ 


(Y‏ جد قيمة ق(١)»‏ علمّا بآن ميل الماس للمنحنی ص = ق(س) عند النقطة (س» ص) يساوي 
65س + 556 وآن منحنی الاقتران ق بر بالنقطة (-۰۱ ۷). 


£( إذا كان ميل الماس لمنحنى الاقتر ان ا النقطة (س» ص) يعطى بالقاعدة: 
ل (س) = ۲س(4 - ۳س). فجد قاعدة الاقتران ل» علمًا OU‏ منحناه يعر بالنقطة (۰۰ ۳). 


۲ 
(e‏ إذا كان ميل المماس ¿=l‏ الاقتران ه يعطى بالقاعدة ه (س) = — 
فجد > (۲) علمّا بأن منحنى الاقتران ه بمر بالنقطة »١-(‏ د). 


۱۸۸ 





يتحرك جسيم على خط مستقیم وتعطی سرعته بالعلاقة: ع(ن) = (۲ن + °( م اث» حيث 
ن: الزمن بالثواني. جد موقع الجسيم بعد ثانيتين من بدء الح ركة» علما بأن موقعه الابتدائي ف(۰) < ۳ م. 
تعرفت أن سرعة الجسيم الذي یتحرك على خط مستقیم والذي یکون موقعه ف(ن) یعطی 


5 

دن 

۰ ۳۳ ص ۰ ê‏ 595 عدن و 52 .. 

هو: ت(ن) = ۶(ن) = > ولهذا يمكن معرفة السافة .ععرفة مقدار السرعة أو السرعة 
والتسار ع» وعکن أيضًا معرفة السرعة.ععرفة مقدار التسار ع. 








بعلاقة مع الزمن» هي: ع(ن) = ف(ن) = ç‏ و آن تسارعه بعد مرور زمن مقداره (O)‏ 





)۱( Ja 
م. إذا كانت‎ ٤ = یتحرك جسيم على خط مستقیم بحيث انطلق من الوقع الابتدائي ف(۰)‎ 
سرعته بعد مرور ن ثانية تعطی بالعلاقة: ع(ن) -(7- ۲ن + ٦ن ) م اث. فجد موقعه بعد مرور‎ 


الحل 


آي 








v. . ۱‏ . — 
و10 ك ۵۲-1 + ۵ لجن ع(۵) - 
£ لکن ع 
دف e‏ 
لح إن + ٦ن‏ 
َل 


یف - | - ؟ن + ٦ن‏ ) ڪن 
ف = ان ن + ۲ن + ج 
لکن ف(۰) = 4 ومنه: > = £ (لماذا؟). 
ومنه: —)0( ٦ن +'O—‏ ۲ن + ع 
(Y) ..‏ = ۶1۹-۱۸ 1 < 1۷ 
.. موقع الجسيم بعد مرور ثلاث نوان من بدء الحركة = 1۷ م. 


۱۸۹ 


ے تدريب_ © 

)١‏ حل المسألة الواردة في بداية الدرس. 

(Y‏ يتحرك جسيم على خط مستقيم بحيث إن سرعته بعد مرور (O)‏ ثانية من بدء الحركة تعطى 
بالعلاقة: ع(ن) = (۱ (۱+ (OY‏ ) م/ث. جد موقعه بعد مرور ثانية واحدة من بدء الح ركة» 





علمًا OU‏ موقعه الابتدائی ف(۰) = ه م. 


مثال © 
تتحرك نقطة مادية على خط مستقیم بحیث إن تسارعها بعد مرور ن ثانية من انطلاقها یعطی 
بالعلاقة: ت(ن) = Oy Y)‏ — ۲۰) م/ث'. إذا علمت أن موقعها الابتدائي ف(۰) = ۲م» وآن 
سرعتها الابتدائية ع(۰) = ۳ م/ث» فجد: 
)١‏ سرعة النقطة المادية بعد مرور ثانيتين من انطلاقها. 
(Y‏ موقع النقطة الادية بعد مرور ثلاث توان من انطلاقها. 
الحل 
(O)— (N‏ = ۲۰-0۵۱۲ 
4 


۰ 


و 





۲۰ OY = 

£ £ = (۲۰-۵۱۲) ون 

Os (Y. - ۱۲ن‎ | 2 

£ = ن . أن + جم 

9 ع۶() Y=‏ ومنه: ج Y=,‏ 

عزن كواب ۳۰۳۵۲۰ 

ومنه: ع(۲) = ۲ ۳+6۰ -۱۳ماث. 

أي إن سرعة النقطة المادية بعد مرور ثانيتين من انطلاقها هی -۱۳ م اٍث. 


۱۹۰ 


۳+ ۵۲۰ - ع(ن) = ان"‎ (Y 


َك 
سب = ون ۲۰ن +۳ 
ول 


وف =( ٦ن‏ - ۲۰ن + ۳) ون 

| وف - | (5ن'- ۲۰ن + ۳) ون 
ف = OY‏ .إن + ۳ن + جٻ 
لکن ف(۰) = ۲ ومنه: ج = ۲ 


۲ + إن + بن‎  — T OY ف(ن)-‎ ۰, 


ومنه: ف(۳) = ٩ + ٩۰ ot‏ + ۲ ۲۵ م موقع النقطة المادية بعد مرور ثلاث وان 


من انطلاقها. 






ما دلالة الإشارة السالبة في السرعة في الفر ع (۱) من مثال ۲) والوقع في الفر ع (۴)۲ 





CEE 


يتحرك جسيم على خط مستقيم» وبتسار ع نابت مقداره ت(ن) = ۱۲ م/ث'. إذا كانت سرعته 


الابتدائية ع(۰) = ه ماث وموقعه الابتدائي ف(۰) = ۳ م» فجد: 
)١‏ سرعة الجسيم بعد مرور أربع وان من بدء الحركة. 





بالعلاقة: ع(ن) =( ١۲‏ جتا(۲ن - ۱)) م/ث. جد القاعدة التي Rë‏ موقع الجسيم بعد مرور 





(Y‏ تتحرك نقطة مادية على خط مستقیم بحيث إن سرعتها بعد مرور ن ثانية من بدء حرکتها 
تعطی بالعلاقة: ع(ن) = (٤ن‏ + (A‏ م/ث. جد موقع النقطة الادية بعد مرور آربع وان من 


۳) 151 كان تسار ع حسیم یسیر على خط مستقیم بعد مرور ن ثانية من بدء الحركة یعطی بالعلاقة: 
ت(ن) = ۱(4۸- ۵۲)" م/ث وکان موقعه الابتدائی ف(۰) = ۳م. وسرعته الابتدائية 
ع(۰)< ۲ م/ث» فجد: 

أ ) سرعة الجسيم بعد مرور ثانية و احدة من بدء الحركة. 
ب) موقع الجسيم بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة. 

(t‏ یتحرك جسيم على خط مستقیم بحیث إن سرعته بعد مرور ن ثانية من بدء الحركة تعطی 

بالقاعدة: ع(ن) = OY)‏ -۱) (4ن )١+‏ م/ث. جد: 
أ ) القاعدة التي تمثل موقع الجسيم بعد مرور ن ثانية من بدء ار کة. 
ب) موقع الجسيم بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة» علمّا بأن موقعه الابتدائي ف(۰) = ۷م. 


< | لشکا )١-85(‏ نافلة طول قاعدتها ۲ م“ 

إذا أردنا وضع زجاج على النافذة» وکانت 
تكلفة المثر المربع الواحد منه خمسة دنانير» فما س 
التكلفة الكلية لزجاج النافذة؟ 





,)١١-4( الشكل‎ 





إن من أهم تطبيقات التكامل المحدود حساب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بين منحنيات 
الاقترانات والمستقيمات. وستقتصر دراستنا على حساب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بين 


منحنى اقتران معين وحور السينات. 


j]‏ = تعطى بالقاعدة: 


المساحة - | اق(س)| عس. 
i‏ 
عند تطبیق هذه القاعدق تظهر الحالات الاتية: 
6۱ إذا کان ق(س) > ۰ لكل س في الفترة [أ» ب |» 
فان |ق(س) |= ق(س) على الفترة [أ» ب]» 


ب 


والمساحة المطلوبة = | ق(س) دس »2 


| 


انظر الشکل )£ .(Y—‏ 





[— إذا كان ق(س) > ۰ لكل س فى الفترة [أ»‎ (Y 
فإن| ق(س) | = - ق(س) على الفترة [أ» ب]»‎ 
والمساحة المطلوبة = | = ق(س) عس»‎ 

| 
.(Y— t) انظر الشکل‎ 


[= d] ذا كان ق(س) < ۰ لكل س في الفترة‎ (Y. 
G ق(س) < ۰ لكل س في الفترة [جه ب]ء فإن‎ 
, المساحة المطلوبة = الساحة م + المساحة م‎ 

1 ۱ 





ج ب 


المساحة الطلو بة = | ق(س) عس + | — ق(س) دس 


£ 


| ج 


ب 


l =‏ ق(س) دس — | ق(س) عس» 
u‏ 
انظر الشکل (4-ع). 


£( اذا كان ق(س) <. لكل س في الفترة ]4 جاء 
ق(س) > ۰ لكل س في الفترة [ح ب]» فإن 
المساحة الطلو بة ‏ المساحة م + الساحة م, 
۱ ۲ 


— ب 


. . 


المساحة المطلوبة -|- ق(س) دس +| ق(س) دس 


ع 
| بح 


بح نبب 


— تس دس ۳ ق(س) دس» 





| بح 
انظر الشکل )£ (e—‏ لشکل )£ .(e—‏ 


ا 


متال (۱) 
جد مساحة المنطقة الغلقة الحصورة بين منحنی الاقتران ق(س) = ۲س + 4» وحور السینات» 
و الستقیمین: س = ۱ س = 


الحل 
لایجاد الساحة الطلوب اتبع الخطوات الاتية: 
۱ جد نقاط تقاطع منحنی الاقتران ق مع حور السینات OD‏ وجدت) بمساواة الاقتران بالصفر 
(لاذ۱؟). 
اس + ٤‏ = ۰ ومنه: س Y—=‏ وهده القيمة لا 
تقم ضمن الفترة المطلوبة, انظر الشکل (1-4). 
(Y‏ جد التکامل الحدود للاقتران ق على الفترة 
A]‏ £| 


| )س٤‎ + كس = (س‎ (t + =Y) | 


۱ 


۲۷ < )۶ + ۱( 6۱۲۰۱۲۱ = 





: 
(Y‏ المساحة - | ق(س) دس = ۲۷ و حده مربعة. 


١ 


© Jia 


جد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص = ق(س) = لاس" ۰۱۲ ومحور 
| لسينات» وا 5 مستقيمين: س »١--‏ س = ۲ 


۱۹ 


الحل 

ق(س) = . 

۳س" = 2-۱۲ ۰ ومنه: س = -۰۲ ۰۲ وهي قيم 

س التي یتقاطع منحنی الاقتران ق عندها مع حور س 
السینات. انظر الشکل (-۷). 

لاحظ أن ق(س) < ۰ على الفترة [-۰۱ ۲]؛ لذا یتعین 
إيجاد التکامل المحدود للاقتران ق على الفترة [-۰۱ ۲]: 





۲ ۱ 
| (۲س- ۱۲) وس -(س]- ۱۲س) | الشکل ty‏ =( 
0 

- 


توك -(-۱-(-۱۲)) ۲۷ 


۲ ۲ 

.٠‏ المساحة المطلوبة | اق(س)| وس = - | ق(س) وس = ۲۷ و حدة مربعة. 
ج V‏ 

(y) عتال‎ 

جحد مساحة المنطقة المغلقة الحصورة بين منحنى 


الاقتران ص = ق(س) = س۲- ۲س» وحور السينات 


على الفترة [ ١ء‏ > ]. 
الحل 

ق(س) = . 
ا 


س(س  =(Y‏ ۰ ومنه. س = ۰ س = Y‏ عندها "j‏ 
یتقاطم منحنی الاقتران ق مع حور السینات» 
انظر الشکل (4- ۸). 


۱ 





لاحظ أن س = ' لا تقع ضمن الفترة [۱) «٤‏ 

في حين أن س = ۲ تقع ضمن الفترة [۰۱ 4 ]. 

ولهذا يتعين أولا ایجاد التکامل الحدود للاقتران ق على الفترة [۰۱ [Y‏ 
Y‏ 

- س) | 

١ ۳ 





| (ر۲-۲س) وس = ( 


۲۳ _ OO م۱«‎ «۱ 
۳ = )١ 5 (٤ 5 


ثم إيجاد التكامل المحدود للاقتران ق على الفترة :]٤ y]‏ 


| (س- ۲س)عس - [D‏ 





001131113131112 
0 0 (۱٦ 5 


٤ 


". المساحة الطلو بة = | اق(س)| وس =— | ق(س) دس + | ق(س) دس 


۲ ۱ 


YY Y:‏ ار 





مثال © 
ا کا ی ی و س س ا ر 
الحل 

ق(س) = ۰ 


بر + اس <- ۰ 


س(س + =(Y‏ ۰۰ ومنه: س = ۰ س Y=‏ 


عندئد یتقاطع منحنی الاقتران ق مع محور السینات 
انظر الشکل )4 (a—‏ فتکون الساحة الطلوبة محصورة 
بين منحنی الاقتران ق ومحور السینات على الفترة 
[-۰۰۳])؛ إذ يتعين ایجاد التکامل الحدود للاقتران ق 
على الفترة ۰۳-1 ۰]: 


: ۳ ی 
| (س + ۳س) وس =( + >| 


Y ۲ 





۷ له 
s‏ کی ESE‏ الشکل .)٩-4(‏ 


الساحة الطلو بة = | ( ق(س)| وس = وحدة مربعة. 


v — 





CEES 

حد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص = ق(س)» ومحور السينات على 
الفترة المحددة في كل مما يأتي : 

)١‏ ق(س) = 1۲- ٤س‏ » على الفترة [۰۱ ؟]. 

.]۲ [ ق(س) = ٣س - ۱۲س ۰ على الفترة‎ (Y 

.]  ۰۱[ ۲س > على الفترة‎ - ٦ = ق(س)‎ (Y 





Q تدریب‎ | 


جد مساحة المنطقة المغلقة الحصورة بين منحنی الاقتران ص = ق(«س) = س۲- ۲س - ۰۳ ومحور 
ال 





تدریب © 
یمثل الشکل )£ - ۱۰) منحنی الاقتران ص = ق(س). فإذا كانت الساحة م = ۸ وحدات 


مربعة» والمساحة م = ه وحدات مربعق فجد قيمة كل مما يأتي» مبرّرًا |حابتك: 


6 | ق(س) دس 
| 


(Y‏ 1 ق(س) دس 


ب 





(Y‏ ] ق(س) دس 


, الشکل (ع-۱۰). 


£( مساحة النطقة المغلقة الحصورة بين منحنی الاقتران ق وحور السینات على الفترة [أ» ج]. 


۳۹ 





والمستقيمين الحددین في كل ما يأتي : 


۲ ق(س) = ۱۲ > س‌<-۱ ۰ س<‎ ( Í 





—( ق(س) ده ۲س < س ç Y—<=_‏ س - ۲ 


ج) ق(س) = ۳-۲۲ ۰ سک٤‏ ۰ س< ۲2 


(Y‏ جد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بين منحنی الاقتران ص = ق(س)» و حور السینات على 
الفترة الحددة في كل مما يأتي : 
Í‏ ) ق(س) = [e asli 2) س٦ - ٦‏ 
ب) ق(س) = ٤س‏ > على الفترة [-۰۱ ۱]. 
ج) ق(س) = ٣س‏ - ۸ ۰ على الفترة [۰۳ 5]. 
د) ق(س) <-س"- 4 ٠‏ على الفترة [-۱۰۱]. 


(Y‏ جد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بين منحنی الاقتران ص = ق(س). و مور السینات فى 


كل مايأتي: 


دو 


£( عثل الشكل -٤(‏ ۱۱) منحنى الاقتران ص = ق(س). 
فاذا كانت الساحة م = ۱۳ و حده مر بعة) 
۱ 





۲ 


.)۱۱-۶( حل المسألة الواردة في بداية الدرس. لشکل‎ (e 


۲۰ 





© تتعرف الاقترانین: اللوغاريتمي الطبيعي والاسي الطبيعي. 


© تحد تکامل الاقتران الأسي الطبيعي. 
© تستخدم الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي في التکامل. 
© تحل مسائل عملية تتعلق بالنمو والاضمحلال. 





والأاسی الطبیعی 









Natural اي‎ and Nat 
Exponential Funct 


هل عکنك إيجاد | سل عس باستخدام قواعد التکامل التى تعلمتها سابقًا؟ فسّر إجابتك. 


الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي 
استخدمت اللوغاريتمات منذ القرن السابع عشر الميلادي بوصفها طريقة لإجراء العمليات 
الحسابية التي يصعب تنفيذها بالطرائق التقليدية. وستدرس في هذا الفصل الاقترانين: اللوغاريتمي 
الطبيعي» والأسي الطبیعی وبعض تطبيقاتهما. 
بمثل الشكل -٤(‏ ۱۲) منحنى الاقتران ص --- حيث (ع > 7 
والستقیمین: ع = ۰۱ ع = س (حيث س > .)١‏ ۳ 
بتطبيق قو اعد حساب المساحات بالتكامل المحدود على المساحة المحددة 


في الشكل (4- ۲ فاد: 


س 
الساحة - | 3 كع » وهذا التکامل يُسمّى 
١‏ 


الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي ورمز إليه بالرمز:( لو س). الشكل .)١5-4(‏ 








وو 


أي إن: لو س = | لمع حيشع > ۰ ويمكن استخدام هذا التعريف إذا كانت قيمة س 


١ 
بين ۰۰ ۰۱ وينطبق على الاقتران اللوغاریتمی الطبيعي قوانين اللوغاريتمات التي درستها سابقا.‎ 


تعريف 





مشتقة الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي 


+O 





ا نحيث ل )| 


/ تعلمت سابقًا أن | سذ دس = ' 
ده 


۱ . 
لیکن ل(س) = | س٠‏ كس = | سل وس» حيث س > . 
باشتقاق كل من الطرفین ینتج: 
2 ۱ ۱ 
2ك ۲6۱۰۱ 
ل (س) Pr:‏ ( 


üJ. 


وس | یع = ل(س) - ۱ 


لوس = ل(س) - ل(۱) 


۱ 


وباشتقاق كل من الطرفین Ga‏ 
(لوس) دل (س)-صفر (لاذا؟). 
١ 1 1‏ 3 





وصح الفر ع (۲) من النظرية السابقة بتطبيق الفرع (۱) مستخدمّا قاعدة السلسلة. 


(A) مثال‎ 


جد — عند النقطة الحددة في كل مما يأتي : 
س 


۱ - ص = لو اس )»س > ۰ عندما س‎ )١ 


۲ ص = لو )٠١١ +U)‏ عندما س Y=‏ 








الحل 
=e )١‏ لواس 
كص ١ `A‏ 
ل 7 1س س 
ا = y‏ 
د س 
س = ۱ 





جد ق(س) في كل مما يأتي : 

)١‏ ق(س)= لو جتاس 

. > ق(س)< لو سس‎ (Y 

۲ ق(س)= لو (س۲+ ۸ س >-۲ 


CET 


إذا كان ق(س) = لو (أس + ) » حيث أ ثابت» و كان ق (-۲) = ۰۱ فجد قيمة الثابت أ. 


,7م05 


إذا کان ق(س) = لو |س| (حيث س عد ۰). فجد ق(س). 








(إرشاد: ادرس الحالتين: الأولى عندما س > . حيث |س| = س» 


والثانية عندما س < ٠‏ حيث |س| = -س). 


çL‏ على حل التدريب (t)‏ يمكن استنتاج النظرية الآنية: 


و 
7 





| س مس- | ل مس = لو |س| + = حيث س ± ٠‏ 


oz 


متال (۲) 


ee 
_ | .— © 
سو‎ : 
س‎ Tey (Y t ss (١ 
الحل‎ 


۱( | == اس|) + جح 


© . اس 
| كتاف وس- -ه (لو|س -س + ۷| )1ج 
l u Sm‏ 


وصح خطوات الحل في الفر ع (۲) باستخدام التکامل بالتعویض. 





CEE 


حد قيمة كل تکامل مما يأتي : 


۱( | سل وس٤‏ س مر 


(Y‏ امس 6) (س۲- ۲س + ۱) کس 


الاقتران الأسي الطبيعي 
تعرفت سابقا أن الاقتران الأسي الطبیعی (ص = Cs‏ حيث ه العدد النيبيري) هو الاقتران 
العكسي للاقتران اللوغاریتمی الطبيعي. 
فالصورة الاسية (ص = C‏ تکافی الصورة اللوغاريتمية (لو ص = س). 
وعکن إيجاد الشتقة الأولى للاقتران الاسی الطبیعی باستخدام النظرية الاتية: 





1 || 2 مب | .. مهم ۱ 3 ۰ .| ۳ بهد || ۱ šj‏ 
Í Í ;‏ ا * ¥ ... Í‏ 
ر 


عثل ۲ 


۱ ۷۲س۲+‎ kà 1 0 1 0 1 

97 4 -لسو(س+) 
(w‏ ق(س) = =" £( ق(س) Y=‏ سا هد" - لو (س + 
الحل 


Aa e P. 


۲س۱+۲ 
(Y‏ ق3(س) = ۶س ه 





جتا۳س ھ٣ا‏ (برّر خطوات اخل). 
ق(س) = ٦س‏ حتا۲س 
(Y‏ ق(س) ۳ 
+U‏ هس - (برّر 
£( ق(س) = ۲سر <(۵) هه + ود ۳۳ 








جد ص في کل مما ياتي: 
(١‏ ص = هراس (Y‏ ص = وا اس 
واس 
۳ ص =)—() لوس ) £( ص = 
> بر +۱4 


لاحظ أن مشتقة )2( تساوي (ه” )؛ لذا يمكن استنتا — النظرية الاتية: 





وصح الفر ع (۲) من النظرية السابقة بتطبیق الفر ع »)١(‏ مستخدمّا التکامل بالتعویض. 


مثال (4) 
جد قيمة کل من التکاملات الاتية: 


5 |> د + ه) وس 
(Y‏ |۸ دس 


(Y‏ م س) مسآ i‏ س 


الحل 
Y )| (۱‏ — + )وس = ٣ھ‏ - لو |س| + وس + ج. 
(Y‏ 0 هد" وس “٤=‏ + بح (بزّر الاحابة). 
(Y‏ | (۷-س) عدون وس سل ھا 0-6 


(وضح خطوات الحل في الفر ع (۳) باستخدام التکامل بالتعویض). 





ے تدریب @) 


حد قيمة كل من التکاملات الاتية: 
۱( |—> دس 
۲ 
١‏ 5 
(Y‏ ليا اس ۳ 
| ۳ 


۳( ۱ + ۳سر) ۳ وس 


1 کس 
€ ا 
لاس 


هه 








6 


(Y 


(Y 


(٤ 


| 





۱ 


حد ق(س) في كل ما يأتي : 


١ i £‏ 
! ( ق(س) سب + لو س +۷ هد + س s=‏ 


ب) ق(س)- ۲لوس ٠ > =Y‏ 
ا 

ج) ق(س) = و — الو(جتاس) 

جد قيمة كل من التکاملات الاتية: 


Í‏ ( |> - + ۳س ) دس 
—( 1 لاس وس 
2۹ | اس — سس 


د ( | رگ هه — (t‏ کس 


۸س 
“| + 6 





إذا كان ميل المماس للاقتران ص = ق(س) عند النقطة (س» ص) یعطی بالقاعدة: 
ق(س) = ۲ه + ۲س » فجد قاعدة الاقتران ق» علمًا بأن منحناه عر بالنقطة (20 5). 
تعطی بالعلاقة: 

ن+۱ 


us. S 1 Il sa ss ۳ ۸ ۰‏ ی ۱ 
ع(ن) = هھ + — وان ن > ۰ جد الاقتران الذي عثل موقع النقطة المادية بعد مرور 





wth and Deca 


النمو والاضمحلال 


یتراید عدد سکان مدينة ما بصورة مستمرة منتظمة وفق قانون النمی بنسبة مقدارها ا 
سنویا. فإذا بلغ عدد سکانها ۰۰۰۰۰۰ نسمة عام ۲۰۱۰م » فکم سیبلغ عدد سکانها عام Q YA Yo‏ 





لنمو والاضمحلال هما من التطبیقات العملية المهمة للاقترانین: اللوغاریتمی الطبيعي» والاسی 
التعامل معها باقتران ع(ن) الذي يرتبط بالزمن (ن)؛ أي إن ص = ع(۵)» حيث ن الزمن. 


آما إذا كان معدل تغیر الاقتران ص ( أي £ (ن) ) یتناسب بانتظام واستمرار مع الاقتران نفسه 








ع( فاد : 

ع(ن) = أ × ع(ن)» حيث: أ: ثابت التناسب» ن: الزمن. 
(O)‏ , 

منه . =| ç‏ حيث ( 2 ۷ 

و ن( يث ع(ن) 

۳ 0 ون =| أ ن 
ع(ن) 


و بفرض آن = ع(ن)» و استخدام التکامل بالتعویض» ينتج : 
لو |ع(ن)| = أن + ج 


۶ هم هه 


وإذا كان ع(ن) > ٠‏ فان العلاقة تصبح: لو ع(ن) = أن + ج 
وهذه الصورة اللوغاريتمية تكافئ الصورة الأسية: ع(ن) a=‏ 
وعندمان = . فان ع(0)-هد 

اذن: ع (إن) = و 


هل x‏ (استخدام قوانین الأسس). 


ع (ن) 


آن 


)۰( ع‎ X — 


(i) ع‎ 


۷ ۱ ۰ 





0 اذا کان |< فان ص = ع(ن) تزداد بزيادة قيمة ن» فتکون العادلة ص = ع(ن) معادلة النمو 
ویکون | معامل النمو. 

(Y‏ إذا كان أ < ۰۰ فان ص = ع(ن) تنقص بزيادة قيمة ن» فتکون العادلة ص = ع(ن) معادلة 
الاضمحلال أو التلاشی» ویکون أ معامل الاضمحلال. 


مثل () 
إذا كان عدد سکان بلدة ما یخضع لقانون النموء ویتزاید بانتظام واستمرار معدل ۸۲ سنوی 
و کان عدد سکانها 4۰ الف نسمة عام ۱۹۹۰ فکم سیبلغ عدد سکانها عام 6۰ Q Y.‏ 
الحل 
عدد السکان = ع(ن) = ع, × هل 
ع = ع(۰)< ۰۰۰۰ نسمة» على فرض أن عام 14٠‏ ١م‏ هو نقطة الاسناد. 
وو 
ن = ٥۰ = ۱۹٩۰ Y. ft.‏ عامًا. 
ع(ن) = ع, × هل 
TNE sss = (o Dg‏ 
ع( )= ۰۰ ۰ 1۰ ۷X‏ = ۱۰۱۸۰۰۰ نسمة عدد سكان البلدة عام 54٠‏ ۰ ۲م. 


e 





CET 


مقدارها /.٤‏ سنويًا. جد جملة المبلغ الذي سیسدده.عان للمصرف بعد مرور خمس وعشرين سنة. 


هنال (۲) 

٠ . ۲‏ ۰ و۰ سنويًا. جد كتلة المادة المشعة المتبقية بعد مرور ٠ ٠‏ ٠ه‏ سنة» علمّا بأن كتلة المادة الأصلية 
هی ۰ ه غراما. 

الحل 

كتلة المادة التبقية = ع(ن) = ع × ها 

E3 ;‏ ۰ غراما. 


أ = ۰۰۲و (لماذا الاشارة سالبة؟). 
ل = ۰ O‏ سنه. 

ع(ن) £ X‏ ماد 
OST NV)Xot. = (0 2‏ 


۲۳۲ ۰۶۰ 





سنويًا. فإذا كان ثمنه الأصلي ۸۰۰۰۰ دینار» فکم یصبح ثمنه بعد مرور 6۰ سنة؟ 


۱ 


ها 
۲ :| از داد سعر 
š 1‏ منتظمة. فإذ 9 
> نمر ۵ 
E‏ ۵ مستمر 00 
۳ < بصور ۰ سنه. 
2 أرض و فق قانو نوات فجد 
Wisa‏ ۸ آلف دینار خلال ۱۰ سنو 
مه ۳ | ۵ « 
4 ل ) دیبار | 
من ۰۰ 


آن 
لحل 2( — 2 مه ما 
| قطعة الأرض = ع(ن) = ع. 
سس ۰ دینار. 
ع (۰) 2 ۰۰۰ 
s,‏ ۴ ۰ دینار. 
۰ ۱+۰ 
X j.‏ وان ira‏ 
X p = aC‏ 
£) نوات ع (۱۰) = ع ٣‏ 
۱ سنوا ( 
عندما ن = . ۰ ومنه: (ه 
ç AX £‏ 
=A‏ نی 


۳۰ 
ه Y‏ 
5 دم من ۶ Y )X X‏ ( 
۳ سنة» ع(۳۰) = .۰ الها من 
لھا e= OY‏ كك ىن CRG‏ 


00 بعد ۳۰ ند 
۰ دینار يصبح ۱ 


V A Y 





و ةت 


عددها بعد نصف ساعة علمًا بأن عددها الابتدائى ). وهاه ٠‏ 0(. 





۲( يتناقص تمن سيارة.كرور الزمن» وبصورة مستمرة منتظمة وفق قانون الاضمحلال» ومعدل 
A‏ / سنویّا. فاذا كان ثمنها الأصلى ۱۲۰۸۰ دیناژا؛ فجد ثمنها بعد مرور 6 ۲ سنة. 


(Y‏ يذوب ملح في الماء, و تخضم كتلة الملح التبقية من دون الذوبان في الماء لقانون الااضمحلال. 
إذا وضعت ۱۰ کیلوغرامات من الملح في الاء» فذاب نصف الكمية بعد مرور ربع ساعة» 


(š‏ حل المسألة الواردة فى بداية الدرس. 


1 








مايأتی: 
و 
)١‏ جد 


| ر 
أ )ص = 





U‏ ده 


= | ظا( + س) عس 
>( ص = 


( 
: ( 2ن ° 


۱ 


(a ۱‏ وس 
) ص = | )— س - 


um t‏ د جس لو تبن 
4سا و 
کس 
— هو 
لو (س+56) 


ق (س ). 
_ 4 فحد = رس 
0 
5 (= 
؟) إذاكان قرس 


) دس» : ٠‏ ق(؟). 
۲ 
Y)‏ 
Ç |‏ اس فجد 
ع 


ت الاتية: 
کلا من التکاملدت 
يحل 
£( - 


س۷س ۳ 
۱ | / سس 


دس 
(Y —‏ (س + ۲) 
—( |> 


-س) کس 
|[(۷س-۱) (س - س 
هم 
سل هب + ۳) وس 
3 


سه دس 
(b‏ | ٦س‏ 





۱ دس 
—( 21 


+ 6 دس 
د) |[(۳س 


۱ s 
> دس ۰ س‎ ۱ 
N | 
و)‎ 





سر" ١‏ 
| فم ۳ 
Ls‏ + 
۱ 
u= i‏ 00م لس 
۳ جنا (س؟ + س 








(e‏ احسب قيمة كل من التکاملات الاتية: 





۱ ۱ 
LSa | ج)‎ 


و 


(Y‏ إذا کان 


ب" + ب 


° 


٤ 
ب) | ه كس» حيث ه العدد النيبيري‎ 
١ 


١ 
۲+ ۷س‎ + 
“— |° 


س + ع 


١ 


4 س X‏ هنا دس 
١‏ 


ق(س) دس = صفرًاء فجد قيمة الثابت ب. 


۷ إذاكان | ق(س) ڪس = ۰4 | (ق(س) +۳) عس = ۰۲۰ فجد قيمة كل مما يأتي: 
3 


١ 


5 | ق(س) عس 3 | ق(س) عس بی) | (۳ق8(س) - 4س) وس 








: جد قيمة الثابت ب في كل مما يأتي‎ (A 


۳ 


أ( | ۲ب عس ۱۲ ب) | (۲ س - ۱ )ڪس = . 
ç i=‏ 
V‏ ب 
€ | (بس+۲)ئس=-۲۱ د) |(١4-1س)ءس-هب‏ 


۲ 


۹( إذا كان ميل المماس لمنحنى الاقتران ص = ق(س) عند النقطة (س» ص) یعطی بالقاعدة 
(۱ + س) (۳س + (Y‏ فجد قاعدة الاقتران ق» علمّا بأن منحناه يمر بالنقطة Y)‏ -۱). 


و حور السینات في الفترة [-5» ٠‏ ]. 


۱ تتحرك نقطة مادية على خط مستقيم» بتسارع مقداره ت(ن) = ۱(۵:۱۲ - (O‏ م/ث" 
حيث ن الزمن بالثواني. فإذا كانت سرعتها الابتدائية ع(۰) = ۳ م/ث» وموقعها الابتدائي 
ف(0) = ۲م؛ فجد: 


سنويًا. فاذا كان ثمنها الاصلی ۰.۰ ۰ دينار» فکم یصبح ثمنها بعد مرور ۰ عا 





0 


الاحصاء والاحتمالات 





فد علم الاحصباء 
e DT‏ فروع 
الریاضیات اك لای الاستغناء 
عنها؛ کا تطبیقاتها التعددة 
فی تلف محالات اياة ولا سیما 
لهندسیت, و العلمية» و الاحتماعية 
و الاقتصادية. والطبية» والادارية 
ولهذا فان تعلم أساسياتها يُعَدَ 
مدخلا مهما لفهم الکثیر من 
لظواهر الطبيعية في العام المحيط 


Statistics and Probability 





یتوقع من الطالب بعد دراسة هذه الوحدة أن یکون قادرًا علی: 

e‏ تعرف مبدأً العد» واستخدامه في حل مسائل حياتية. 

9 استقصاء التبادیل والتوافیق ومضروب العدد الصحیح 
غير السالب باستخدام مبداً العد» وحل مسائل عملية 
علی ذلك. 

° فهم العلامة العيارية وعلاقتها بالعلامة الخام. 

@ حساب العلامة العيارية للعلامة الخام» و تفسیرها. 

e‏ استقصاء خصائص التوزیع الطبيعي والافادة منها في 
حل مسائل عملية. 

ه تحدید طبيعة الارتباط بين متغیرین عن طریق شکل 
الا شا 

9 حساب قيمة معامل ارتباط بیرسون بين متغیرین 
وتفسیر دلالات قيمته عن طریق شکل الانتشار. 

© تحديد معادلة خط الانحدار للارتباط بين متغیرین. 

e‏ تطبیق معادلة خط الانحدار للتنبو بقیم أحد المتغيرين» 
و حدید الفرق يبن القيمة الفترضة و الفيمة التنباً بها. 

9 فهم المتغير العشوائي المنفصل» وتوزیع ذي اخدین. 








النتاحات 


© تتعرف مبدأ العد» وتستخدمه في حل مسائل حياتية. 

AZ ©‏ قيمة مضروب العدد الصحيح غير السالب» وتستخدمه في حل مسائل حياتية. 
© تتعرف مفهومي التباديل والتوافيق» وخصائص كل منهما. 

© نحل مسائل حياتية باستخدام التباديل والتوافيق. 


با اد 


لدى محمد آربعة أنواع من القمصان وثلاثة آنواع من البناطیل» ونوعان من الأحذية» فهل 
يكفيه ذلك إذا آراد كل يوم ارتداء لباس ختلف عن اليوم الذي سبقه مدة شهر کامل؟ 





آحمد طالب جامعى يريد تسجيل مساقی الفيزياء و الریاضیات. فإذا علم أن عدد ا 
المتوافرة لساق الفيزياء هي ثلاث شعب» وشعبتان لساق الرياضيات» فکم عدد الطرائق التي 
بمكنه بها التسجيل للمساقين (علمًا بأنه لا .عکن طرح هذه الشعب جميعًا في وقت واحد)؟ 


یتضح من معطيات السوال أن الطالب سيقوم بعمليتي اختيار» تتمثل الأولى في تسجيل 
شعبة من شعب مساق الفيزياء المتوافرة» وأن أمامه ثلاثة خيارات هي: التسجيل في شعبة (1) أو 
شعبة (ب)» أو شعبة (ج). آما عملية الاختيار الأخرى فتتمثل فى تسجيل شعبة من شعب مساق 


الرياضيات» حيث يوجد لديه خياران فقط هما: التسجيل فى شعبة ( أ)» أو فى شعبة (ب). 





9 


و لایجاد عدد طرائق اختیار شعبتین معّاء انظر الشکل (۱-۵): 


(Yes) الشكل‎ 


یتبین من الشکل (-۱) أن عدد طرائق اختیار شعبتي فیزیاء وریاضیات يساوي (1) كالاتي: 
(فیزیاء أ ریاضیات أ)» ( فیزیاء أ ریاضیات ب)» ( فیزیاء ب» ریاضیات أ)» ( فیزیاء ب» ریاضیات ب)» 
(فیزیاء ج» ریاضیات أ)» ( فیزیاء ج» ریاضیات ب). 






ما علاقة عدد طرائق اختیار شعبتی فیزیاء وریاضیات معا بعدد طرائق اختیار شعبة من کل 
مساق على حدة؟ 


۳ 





)۱( 
و۳ روایات أدبية (للروائیین: فدوی طوقان» وتوفیق الحكيم» ووليد سیف). إذا آرادت فاطمة 
قراءة کتابین أحدهما بمثل دیوانا شعريًا والااخر عثل رواية أدبية» فبکم طريقة بعکنها ذلك؟ 


الحل 
عا أن الاختیار یتکون من عملیتین فاننا نستطیع تمثيل طرائق الاختیار باستخدام امحدول الاتي: 


التي التبي» ول 


أحمد شوقي e=)‏ 
(عرار توفيق) 02 (عرارء وليد) 
(الفرزدق» فدوی) (الفرزدق» توفیق) (الفرزدق» وليد) 


يتبين لنا من در اسة االجدول السابق أن فاطمة لديها ۱۲ طريقة لقراءة كتابين» بحيث يكون أحدهما 





Z 


دیو انا شعر با و الاخر ره اية أدبية. 






ورواية أدبية على حلدة؟ 


استنادًا إلى العرض السابق» يمكن التو صل إلى قاعدة أساسية فى العد تسمّی مبدأ العد» و تنص على 
ما يأتى : 





إذا آمکن احراء عملية ما فى مر حلتين متتابعتین» بحیث آحریت الرحلة الاولی بطرائق عددها 
O‏ والمرحلة الأخرى بطرائق عددها ن,» فإنه عکن إتمام ال رحلتین: الأولى والثانية معا بطرائق 


کال × 


م تدريب_ © 

محل لبيع الخضراوات والفواكه يحتوي على أربعة أصناف من الفاكهة (موزء برتقال» تفاح 
دراق)» وصنفين من الخضراوات (كوساء بطاطا). دخلت أم رامي المحل لشراء صنف واحد من 
الفواكه» وصنف اخر من الخضراوات. ما الخيارات المتوافرة لها؟ 





> 


(v) مثال‎ 

آراد عمر شراء ثلاحة وغسالة وجهاز تکییف من أحد معارض الأجهزة الکهربائية. بكم طريقة 
الغسالاات» و ۳ أنواع من أجهزة التكييف؟ 

الحل 

عدد طرائق اختیار الثلاحة = ٤‏ طرائق» ه عدد طرائق اختیار العسالة = ه طرائق» و عدد طرائق 
اختیار جهاز التکییف = ۳ طرائق. 

بحسب مبداً العد» فان عدد طرائق اختیار الثلاحة و الغسالة وجهاز التکییف هی : 

Y X o X £‏ = ۱۰۰ طريقة. 


و هذا الثال یقودنا إلى تعمیم مبدأ العد الاتی: 


إذا آمکن إجراء عملية ما ضمن مر احل عدة متتابعة عددها (ك)» بحيث آحریت الر حلة الاولی 
بطرائق عددها ن , والرحلة الثانية بطرائق عددها ن,» وهکذا حتی الر حلة الاخيرة رك) الى 
6¿ بطرائق عددها نی فانه عکن إتمام هذه العملية بطرائق عددها ن,× ۷,۵« ... × در. 


۳ 1 





CET 


حل المسألة الواردة فى بداية الدرس. 


مثال 9) 
من مجموعة الارقام الآتية: | 110۰۳۰۲ کم عددًا يمكن تکوینه من منزلتین: 
)١‏ ذا شمح بتکرار الار قام؟ 
(Y‏ ذا لم يُسمّح بتکرار الار قام؟ 
الحل 
)١‏ هما أن التکرار مسموح به» فإن: 
عدد طرائق اختيار المنزلة الأولى = > طرائق (لدينا أربعة أرقام يمكن الاختيار منها). 
وعدد طرائق اختيار المنزلة الثانية - $ طرائق. 
. عدد طرائق تكوين العدد = ١١ = t X t‏ طريقة» والأعداد هي : 
coo Yo Yo AY eY YY YY «TY «oY YY YY‏ ۰5۱۰۳۲۱۰۲۲۱۰۱۵ 115 
(Y‏ عا أنه لا يُسمّح بالتكرار» فان: 
عدد طرائق اختيار المنزلة الأولى = > طرائق ( لدينا أربعة أرقام يمكن الاختيار منها). 
وعدد طرائق اختيار المنزلة الثانية = ۳ طرائق (عدد الاختيارات نقص.عقدار واحد بسبب عدم التكرار). 
.. عدد طرائق تكوين العدد = 4 Y‏ = ۱۲ طريقة والأعداد هي: 
T SI CENO O ECA‏ ۰۲ ۰۳ ۰ 5. 





CEE 
بكم طريقة يمكن تكوين عدد من ۳ منازل من مجموعة الأعداد الفردية التي هي أكبر من 4 في‎ 
ا‎ 


أ) شمح بتكرار الأرقام؟ ب) 1 يُسمّح بتكرار الأرقام؟ 


١ 


مضروب العدد الصحیح غير السالب 

إذا آردنا معرفة عدد الطرائق التي .عکن بها توزيع > آقلام ملونة (أحمرء أخضرء أزرق» 
آسود)» على £ طالبات (هدی» سمر لیلی؛ بتول بالترتیب) فان هدی لدیها آربعة خیارات» 
وسمر ثلاثة خيارات» ولیلی خیاران» وبتول خیار و احد فقط. وبحسب مبدأ العد» فان عدد 
طرائق الاختیار ستبلغ: £ Y$ = ١ X Y X Y X‏ طريقة. 

لاحظ أن العملية السابقة تضمنت ضرب آعداد متتالية بدءًا بالعدد 4» ثم تناقصت حتی 
انتهت بالعدد ۰۱ وعکننا التعبیر عن ذلك باستخدام مضروب العدد c$‏ ویرمَز إليه بالرمز ۱۶ 
ويساوي £ X Y X Y X‏ ۱ . 


بمكن تعریف مضروب العدد على النحو الاتی: 


_تعريفا ( 


اذا کان ن عدذا صحیخا غیر سالب. فان مضرو ب العدد ن يساوي: 






VX ۲ <4 ۲ ۰ ۰۰ X (VY X(T (۱ لاح ل کر ال‎ 


آما مضروب العدد صفر فيساوي 1١‏ - ۱ 


عکن أيضًا استنتاج أن o)‏ !) = ن × (ن-١)!‏ 


I(Y—O) × (Y —O) X Ó 


1 (ن--۲)‎ × (Y—O) × )١- ون‎ × Ó 
و هکذا.‎ 


مثال )€( 
جد قيمة کل ما يأتي : 


۳+۱ (£ ۲ ۳ ۷ (v ۵ 0 


To 


الحل 

۱ ۲۰ ح‎ ۱۲۳۶۶۶۵ < ۱۵ (N 

0 ۰۰ < ۱۲۳۵۶۲۱۶۱۷ = !V (Y 
۲ < ۱۲ -< ۲ (Y 


۳۰ < + ۲ = OID b (Ye دوع‎ ۱۳+ ۱۶ 4 


ے تدریب 60 


بكم طريقة يمكن أن یجلس + طلاب على 5 مقاعد موضوعة بطريقة مستقیمة؟ 





(e) مثل‎ 

32 كلا من العادلات الآنية: 
0۱ (۵!) ۷۲۰ 

۵۲ - )!۵( ۲+ 0 


۱۷ +۱۰۱0 (+ > ۳ 
lO 





£( رن 10۲ ۱۲ 
الحل 
VY. = ۱۲۳۱ (۵۲ < ۷۲۰ 0۱‏ 
)0( ۰11 ومنه ند 0 
o۲ = )( Y+ £ (Y‏ ۳۰ 
۵(۲!) = 4۸ 
اك 
ن! < 6 | 
ل 


YES ZEEE CY 


sa. ¿lis 
۳۳ ۱0۱۰ رن‎ 
۱ = ۱)۱+ رن‎ 
£ = ۱+ 
۳ s. 9 
lO 
۱ "10۲ (ن-‎ (٤ 
ر0 )رل )ا‎ 
!)۲ - رن‎ 
۱۲ = )١ - ن رن‎ 


YO‏ -ن - ا جح 
Ó)‏ -ع۶)(ن +۳) = . 
Ó‏ = £ 


آو: ن = -۳ (مرفوض). 


| تدريب © 
َل كا من المعادلات الانية: 
0 رن !) = ۱۲۰ (Y‏ ۳+۷۰ (۵!) < ۱۰ 


۱ + إن‎ 
TOT 


س 


1۲۰ =!) +Ó Y) (Y 





ت89 

)١‏ تعمل ۱۰ حافلات لنقل الر کاب بين مدینتی مأدبا وعمان» وتعمل ۳۰ حافلة أخرى بين 
مدينتي عمّان والزرقاء. فإذا آراد راکب أن یسافر من مأدبا إلى الزرقاء مرورًا بعمّان» ثم یعود 
سالکا الطریق نفسه فبکم طريقة عکنه عمل ذلك شريطة ألا يركب الحافلة نفسها في أثناء 
رحلته؟ 





(vY‏ محل لبيع المجمدات الغذائية» فيه ۳ أنواع مختلفة من الاسماك و > أنواع مختلفة من اللحوم 
امحمراء» ونوعان مختلفان من الدحاج. بكم طريقة بمكن لأحد الزبائن أن يشتري نوعًا واحدا 
من كل من الأسماك واللحوم الجمراء والدجاج؟ 

۳) اتبعت دائرة السير في إحدى الدول نظامًا لترقيم السيارات مُستخدمة الأرقام ٩4-۱‏ بحيث 
تحتوي لوحة السيارة على > أرقام» وحرفين من أحرف الهجاء. كم سيارة يمكن ترقيمها بهذه 
الطريقة. علمًا بأن عدد أحرف الهجاء YA‏ حرفاء وتكرار الأرقام مسموح به» خلافا لتكرار 
الأحرف؟ 

: حد قيمة كل مما يأتي‎ ( é 
۲۲+ ۱۵ +۱۲۳ ب)‎ ۲۱ ) 
IXY (° !. + ۱۲ ج)‎ 

°( حل كلا من العادلات الاتية: 

> ۸ = (ن!)‎ xv ) Í 
۲۰ = )! ب) ۱۷۰۰ (ن‎ 
۲ -< 1۱-0 Y) (> 


TTA 


أعلنت إحدى الادارات عن توافر شاغرین لرئیس قسم وعضو فیها. فإذا تقدم ثلاثة 
لاختیار شخصین منهم؛ على أن لا یشغل الشخص نفسه کلتا الوظیفتین. 





لاحظ آننا سنقوم بعملیتین؛ الاولی: اختیار رئيس قسم بثلاث طرائق» والثانية: اختیار عضو 
بطریقتین اثنتين. 

اعتمادا على مبدأ العد. فاٍن اختیار رئيس القسم والعضو معًا سیکون بست طرائق (۲<۳ (A=‏ 
ا الطرائق. 


سس = 


_ 
کک و سم ]سمت 
الشكل (ه-؟). 


و لاسو اسم ريسب قي انارو لبقا تیب e‏ 
مثلا (آحمد» هديل) فهذا يعنى ي أن أحمد هو رئيس القسم وهديل هي العضوء أما إذا اخترنا 


Ms 


(هديل» آحمد) فهذا يعني أن هديل هي رئيس القسم و أحمد هو العضو. 

يُطلق على الازواح الرتبة الانف ذکرها اسم تبادیل الجموعة ( أحمد» هدیل سامي)» وهي 
تتضمن عنصرین في كل مرة. ويرمز إليها بالرمز: ل(۰۳ (Y‏ ۳ ۲۱ >1 

عدد تبادیل مجموعة متمايزة» عدد عناصرها (O)‏ عنصر مأخوذة (O)‏ فى کل مرق 
يساوي حاصل ضرب الأعداد التتالية بدءًا من (ن)» ثم تتناقص واحدًا كل مرة حتی تصل العدد 
O)‏ -ر (Y+‏ أو تتناقص بحیث یکون عددها (ر). 





(A) عثال‎ 


ما عدد تبادیل بحموعة مکونة من (V)‏ عناصر مأخوذة (Y)‏ في كل مرة؟ 


الحل 

ox x ۷ = )۳۰۷( Û‏ (عدد الاعداد = ۰۳ وهو عثل (ر) في القانون) 
Y y. | =‏ 

وبطريقة أخرى: ل (۰۷ 0۳ ل ۷ے = o x ۲ x V‏ 


:۳۰ اس 


أت 





CES 
في كل مرة؟‎ Y كم عدد تباديل مجموعة مكونة من ه عناصر مأخوذة‎ ۱ 
۱۲ + (e V) ل‎ + )5 A) جد قيمة ل‎ (Y 





هثال (۲) 
بكم طريقة يمكن اختیار رئيس منتدی ثقافی و مساعد له و مین سس و آمین صندوق ختلفین» من 


Su‏ ۱۰ أعضاء منتسبين إلى هذا النادي؟ 


الحل 
ل ( 1١‏ £(= ۰-۱۷۷۰۸۹۱۰ ۵۰ طريقة. 






جد طريقة آخری لحل المثال (۲). 


CET 
ما عدد طرائق اختيار رئيس شركة» ونائب له» ومدير مالي من بين ۲۰ موظفا فى الشركة» علمّا‎ 


بأن الشخص الواحد لا يشغل أكثر من وظيفة واحدة فى الشركة؟ 


مال (۲) 
جد قيمة (ر) في كل معادلة ما يأتي : 
)١‏ ل (ه.ر) < 1۰ 


۳۹ +۱۶ -<)۰۱( ٩ ۲+ ۳ ۲ 


۳۳۱ 


الحل 


N 5 ۳ = عدد الأعداد‎ ۰1۰ = ۳× ٤× (N 
£ NY رم‎ 
۳ ۳ 

١ ۳۹+ ۱۶ ر)<‎ (٩ ۲+۳ ؟)‎ 


ع + ؟ A)‏ << مدوم دمب 
۲ ل (۰۲ ر) < ۳-۲۳ < 1۰ 
ل(" ر) = Y.‏ 

لاه = Y.‏ عدد الأعداد = ۲ 


=: 


CEE 

جد قيمة O)‏ في كل من المعادلتين الاتيتين: 
0 لان واد AA:‏ 

CTF! ل (۰4ر)‎ ۲ A: (Y 


)١‏ جد قيمة کل من: 

لغ G‏ ل (co) JÛ «(<TD‏ 
(Y‏ جد قيمة کل من: 

(1<) ل (۰)۱۰۳ ل‎ «(1 «4) Û 


1( جد قيمة كل من: 
ل )£< :)2 (o«o) JÛ ۰)۳۲۰۳( JÛ‏ 
ماذا تستنتج في كل حالة من الحاللات الات 








(Y‏ بكم طريقة حكن اختیار رئيس قسم» و مساعد له وأمين عهدة من بين ٩‏ أعضاء في هذا 


القسم شريطة أن لا یشغل آحدهم وظیفتین معًا؟ 
جد قيمة كل ما يأتي : 

|( ل (۰۸ ۳). 

ب) ل ( ۰۱۳ 4). 

(Y Y.) ج) ل‎ 

د) ل (۰۱۷ ۰). 


عبر عما يأتى باستخدام التبادیل: 
(Í‏ ۰۵۱۵۰۵۱۰۵۱۸۷ ۱۳۰۱۶ 
5)x 5 (—‏ - ۱) × ( لگ - (Y‏ لك > ۳ 


حد قيمة كل من (O)‏ و (ر) في ما يأتي: 
(Í‏ ل (ن» ۳ )= ۷۲۰ 

ب) J‏ ر )= ۳۲۰ 

ج) ل (ن» ٩ = (Y‏ ل (ن» ۲) 


l)‏ ن» ق» غ» م 4 علما بأنه ليس شرطا أن يكون للكلمة معنى؟ 


۳۳۳ 





| 





تست 


ضمن تصفیات š S‏ القدم لامم اسياء ضمت الجموعة الاولی فرق الدول الاتیة: الاردن 
لسعودية اليابان» العراق. بكم طريقة يمكن |جراء مباریات التصفية النهائية بين هذه الفرق؟ 





إن مباریات التصفية ستکون على النحو الاتی: (الأردن» السعودية)» (الاردن الیابان)؛ 
(الأردن» العراق) (السعو ديتة. الیابان) (السعودية» العراق)» (اليابان» العراق), و ان عدد 
هذه الباریات هو 5. لاحظ أن الترتیب هنا غير ضروري (لیس له معنی)؛ لأن مباراة (الأردن» 
السعو دیذ) هي نفسها مباراة «السعو دية» الأردن). 

إن اختبار جموعة جزئية عدد عناصرها (ر) من مجموعة عدد عناصرها (O)‏ بحيث يكون الترتيب غير 
مهم یُسمی توفيقا. 
(ذا کان ن » ر عددین طبیعیین بحیث ۰< ر < ن» فان کل حموعة جزئية عدد عناصرها (ر) 
تختار من حموعة عدد عناصرها (ن) تسمی توفیقا مکونّا من (ر) عنصر 
ويرمز إليها بالرمز: )`( 155 (ن فوق ر)» حیث: 


)°( - ن! 
00 


ل(۵ ی 


ر! 





(A) مثال‎ 


جد قيمة كل ما يأتي : 
J (2) (5)‏ 


Nz 


_ لا‎ _ ! £ — (0 
ly ۲ ۱)۲ - (۲ ۲ 
۵۱۱/۰۵۸۵4 ` ! 8 w 

exile e-9) -) 
! ۲۲ ! ٦ ` 

۳ (4)- ۱6-۶6 ۰ 1۲/۲ وا 


CET 


(° (8) ° (۷) 





يمكن استخدام التوافيق في حل مسائل عملية كما يتضح من الأمثلة الاتية: 


عثال )0( 


امتحان للغة العربية يتكون من ۷ أسئلة. جحد عدد طرائق اختیار ه أسئلة للاحابة عنها. 


۳۳۵ 


الحل 
V‏ ! ` ۶۲۷ | 


عدد الطرائق = ( 1 ) سس - کک = ١١‏ طريقة. 
مثال )6( 
في إحدى مدیریات التربية والتعلیم يراد اختیار لجنة رباعية تتولی إعداد خطة استعدادا لبدء العام 
الدراسي» من بين ۷ روساء أقسام» و۸ أعضاء آقسام. بكم طريقة يمكن تکوین اللجنة في الحالات الاتية: 
)١‏ اللجنة تتكون من ۳ روساء أقسام وعضو واحد. 
(Y‏ اللجنة تتكون من عضوين اثنين على الأقل. 
(Y‏ رئيس اللجنة يجب أن يكون رئيس قسم والبقية من الأعضاء. 
£( لا تضم اللجنة أي عضو من أعضاء الأقسام. 
الحل 
6 عدد طرائق اختیار ۳ رؤساء أقسام =( ) = ۳۵ طريقة. 

عدد طرائق اختيار عضو = () = ۸ طرائق. 

عدد طرائق اختيار اللجنة = AX Yo‏ = ۲۸۰ طريقة. 
۲ تتكون اللجنة من عضوين اثنين ورئيسي قسمين» أو من ثلاثة أعضاء ورئيس قسم واحدء أو 

من أربعة أعضاء. 

()x(0:(02(9: (00.22 

: ١ ۳ Y Y 
۱۷۰+ ۷۵۲ ۲۱۲۸۰ 
طريقة.‎ ۱۰۵۰ =۷. + ۳۳۹۲ + ۵۸۸ = 

(Y‏ عدد طرائق اختیار رئيس اللجنة = ۷ طرائق. 

عدد طرائق اختيار اللجنة = ۷ ×( ) = ۷ × ۳۲٩۲ = e‏ طريقة. 
£( تتألف اللجنة جميعها من روساء الأقسام» فيكون عدد طرائق اختيار اللجنة: 

۲٣ = (1)‏ طريقة. 


YY 


CET 
ه آطباء و" مرضین. بكم طريقة عکن تكوين الفريق في الحالات الآنية:‎ 

۱ الفريق يتألف من طبیبین اثنين على الأكثر. 

(Y‏ رئيس الفريق ونائبه من الأطباء» والبقية مرضون. 


والآن» جد قيمة كل من التوفيقين في (1) و (ب). ثم قارن النتيجة التي ستتوصل إليها. 


0 (ج) .)2( )ی 


لاحظ أن كلا من التوفيقين في )( متساویان» و کذا الحال في (ب)» وهذا یقودنا إلى التعمیم الاتي: 





⁄ . : 5 ل‎ O 
ر < ن.‎ <٠ حيث ن » ر عددان طبيعيان»‎ Í, (د‎ = ( J 
5 2 


هتال )€( 
2 كلدم العادلتین الان 
ax Za 0‏ 
TAY‏ 5-0 
الحل 
)١‏ ك دم 
او : ك + ” < ۰۷ ومنه: ك £ 
+ وا و u‏ (نحقق من صحة الحل). 
L ۹ 1‏ من مسا ال 


CEE 


حل كل معادلة مما يأتي: 


)(-)2( (+) (0° 





NN 





ست GO‏ 
۱( حد قيمة كل مما يأتي : 

)0( + ی 

C: ()‏ 
(Y‏ جد عدد طرائق اختيار قلمين من علبة تحوي ۱۰ أقلام. 


(Y‏ عائلة تتألف من ه آولاد و ۳ بنات. يراد تكليف ۳ منهم بتنظيف الحديقة» فبكم طريقة 
یمکن اختیارهم؛ بحیث: 


Í‏ ) يو حد بنتان على الاقل ضمن الفریق. 
ب) لا یوجد أي بنت في الفریق. 
ج) O SS‏ رئيس الفریق من البنات. 


: حل کل معادلة ما يأتى‎ (٤ 
(r) )( < 
عات‎ 


۳۳۸ 

















© تتعرف مفهوم التغیر العشوائي: النفصل, والتصل. 

© حسب الاحتمال باستخدام توزیع ذي اخدین. 

© تتعرف العلامة المعيارية» وعلاقتها بالعلامة الخام. 

© تحسب العلامة المعيارية» و تفسرها. 

© تتعرف منحنی التوزیع الطبيعي و خصائصه. 

© تستخدم خصائص التوزيع الطبيعي في حل مسائل عملية. 


عند إجراء تحربة ماء قد يتركز اهتمامنا أحيانا على خصيصة محددة ZU)‏ التجربة أكثر من 
¿ul‏ نفسه. فعلى سبيل المثال» قد نركز على عدد الأبناء الذكور لعائلة معينة أكثر من تركيزنا 
على تسلسل الذكور والإناث عند الولادة» أو قد نهتم بعدد العمليات الجراحية الناجحة من بين 
العمليات التي يجريها طبيب جراح أو عدد مرات ظهور الصورة في تحربة إلقاء قطعة نقد مرتين. 





ركرت كل تحربة من التجارب السابقة على القيم العددية لكل ناج من نوات التجربة؛ ما شكل 
اقترانا یعرف باسم التغیر العشوائي» ومحاله الفضاء العيني» ومداه بحموعة جزئية من الأعداد الحقيقية ح. 


تعریف ”7 





ح » بحيث تستخدم الرموز سء ص» £ ... للدلالة على المتغيرات العشوائية. 
Li‏ إذا كانت القيم التي يأخذها المتغير العشوائي مجموعة معدودة فإنه يُسمّى المتغير العشوائي 
النتفصل. 


۳۹ 
wa 





)١( عتال‎ 

]15 دل التغیر العشوائي س على عدد الأطفال الذکور في تحربة اختیار عشوائي لعائلة لدیها ۳ 
أطفال» ودوّنت النتائج بحسب الجنس وتسلسل الولادق فجد القیم التي قد يأخذها المتغير 
لحل 

یتعین إيجاد عناصر الفضاء العيني لهذه التجربة» وعدد الأطفال الذكور من كل ناتج كما في الجدول 


ي 


اس 


عناصر الفضاء العيني ٩۵‏ عدد الأطفال الذكور 


(ووب) .و .عع 


۰ 


— ا 
ویب A‏ 
E dd‏ 
— یی ان 
م 


التغیر العشوائی س يأخذ القیم: c. J‏ ۱ ۲ ]» وهي قيم معدودة ومنتهية؛ لذا يسمّى س 
متغيرًا عشوائيًا منفصلا. 
في المثال السابق » يمكن حساب احتمال القيم التي يأخذها المتغير العشوائي س» حيث: 
١‏ 
ل (س =( > ل (و و و) — 


يمس 


ل (س = ۲) = ل (و و ب) + ل (و ب و) + ل (ب وو)- ‏ 


> 


ل (س )١1‏ = ل (و ب ب ) +ل (ب و ب) + ل (ب ب و) = 


كد ها سه 
لوس = C‏ ل (ب ب ب) — 


۲:۰ 


بمكن أيضًا ترتیب هذه القیم على صورة آزواج مرتبة تسمّى التوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائي 
س کالاتی : 





ë £ ۱ ۳ ۳ ۱‏ 7 سن 
ACC Y) 7-۰۲(۰-۰۱( C 0 ۳‏ بصورة حدول نسمیه حدول التوزیع 


الاحتمالي للمتغیر العشوائي س» على النحو الظاهر في الجدول الاتی: 





لاحظ آن۰ 


5 ل (سر ) > صفر ر = ۰ ۲ج ۱ 


۱ = ) (س‎ J < 5 


لذا نسمّی ل اقتران احتمال للمتغیر العشوائي س. 


۳۴ 

في تحربة إلقاء قطعتی نقد مرة واحدة» دل التغیر العشوائي ع على عدد مرات ظهور كتابة على 
الو حه الظاهر: 

)١‏ جد القيم التي يمكن أن يأخذها المتغير العشوائي ع. 

(Y‏ اكتب جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي ع. 

۳( ين أن ل هو اقتران احتمال للمتغير العشوائي ع. 





مثال )9( 


إذا كان التوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائی س معطی كما في الجدول الآتي» فما قيمة الثابت أ؟ 





الحل 
© ال (س,) - ۳,. + ی +]- ۱ 


š‏ . + ] = ۱ و منه: ا 


CET 
إذا كان التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي س معطى في المجموعة:‎ 


(Y Y) ۰۱ ۰۲ (۰:۲ ۰۱( °, (|‏ !ع فما قيمة الثابت ب؟ 


نوزیع ذي الحدین 

أطلق صیاد (۵) رصاصات نحو هدف. فإذا كان احتمال إصابته الهدف في كل مرة ثابتا 
ويساوي ۰۰,۸ فما احتمال أن يصيب الصیاد الهدف ۳ مرات؟ 

كل محاولة للصیاد تشمل احتمالین؛ فإما أن ینجح في إصابة الهدف وإما أن یفشل في ذلك. 
وهذه الحاولة تسمی تجربة برنولي» وفضاو‌ها العيني مکون من ناتجين منفصلین؛ إما نجاح» وإما فشل. 
وفي حال كرّرت هذه الحاولة عددًا من الرات بحيث تکون مستقلة ومتمائلة (نتيجة احدی التجارب لا تور في 


(atas‏ وكان احتمال النجاح ثابتا في كل مرة» فإن هذا النوع من التجارب يُسمّى توزيع ذي الحدين. 


إذا أحريت تحربة برنولي ن من المرات» وكان احتمال النجاح في المحاولة الواحدة (1) 
وكان س متغيرًا عشوائيًا ذا حدين معاملاه: ن» |( 

أي إن س يساوي عدد مرات النجاح من (ن) محاولة مستقلة ومتماثلة» فإن احتمال النجاح 
في (ر) من المرات يساوي: 


دس حن -( )6-1 ا O‏ 


< حل المسألة السابقة على النحو الاتى : 


(عدد مرات إجراء التجربة يساوي °( > ن = ه 


E 


(احتمال النجاح في كل محاولة ثابت) > 21 ۰,۸ 
° ۳ ۵ — ۳ 
(‘9A — ۱ ) ۰۸۱)‏ 
í × ۰, ٠ =‏ ... ۰۰ 
هنال (ç)‏ 
إذا كان س متغيرًا عشوائيًا ذا حدین» ومعاملاه: ٠۰,٤ =Í ۳ = O‏ فجد كلا ما يأتى : 
0 ل (س ك5 ۲). ؟) ل (س > ۱). (Y‏ ل (س < ۲). 
الحل 


1 ۳ 
e I) )1( - © =) (0 
۱7/۱ ح‎ ۵ ۱۵ ..Y X Y = 


(Y=) ل‎ 


6 ل(س ۱5) = ل (س = ۱) + ل (س = ۲) + ل (س = ۳) 
= ۱ - ل (س = ۰) 
=( 0)7“ اسو 
= ۱ ۱۱۶۱ ۰,۲۱ ) 
A=‏ 
۲ ل( س <۲) = ل (س= ۱) + ل (س - ۰) 
)ار ی بل ) Tee‏ 
دم TIX $X‏ ۲۱۱۱ 


۰1۸ ۰۱۲۱۱ ۰۳۲ 


| تدریب © 


إذا كان س متغيرًا عشوائيًا ذا حدين؛ ومعاملاه: ن = A‏ أ - ٠۰,۷‏ فجد كلا ما يأتى : 
)١‏ ل (س < ه). (Y‏ ل(س > (Y .)٤‏ ل (س <۲). 


١ 


عثال )€( 
إذا كان س متغيرًا عشوائيًا ذا حدين» و معاملاه: ن ٠,۳ = e=‏ فجد كلا ما يأتى : 


)١‏ قیم س. 
(Y‏ جدول التوزیع الاحتمالي للمتغير العشوائي س. 


الحل 
(١‏ قیم س = [ ۰۱۰ ۲ 1۳. 


TET) ) )=( =| 6 
۱۳۳ = ۰۱۳۳ ۱۱۱ = 


OC OO NT) )1(-0 = ل ( س‎ 
5 4 Y YAY u 
۰۱۱۸۹ < ۰۷ وه كا‎ XY = )۰,۷ (۲۰:۳۱) (=) ل(س‎ 


ل (س م ) >( )رن رم = ۰۲۷-۱۱۰۱۰۲۷۱ 


۰ |۲ ۰ J ` س‎ 








كيف عکنك التحقق من صحة حلك للمثال )£( Q‏ 





| تدریب © 


غرس مُزار £ ۷ شتلات» وکان احتمال جاح غرس الشتلة الواحدة هو ۰/5۰ ما احتمال بجاح 
غرس ۳ شتلات على الاقل؟ 


ek 








)١‏ ذا دل التغیر العشوائي س على مجموع العددین الظاهرین في تحربة إلقاء حجري نرد» 


(۳ 


وملاحظة الرقمین على الوجهین الظاهرین» فأجب عما يأتي : 
Í‏ ) جد القيم التي يمكن أن يأخذها المتغير العشوائي س. 

ب) اكتب جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي س. 
ج بین أن ل هو اقتران احتمال. 


إذا كان التوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائي س معطی بالجدول الآتي» فما قيمة الثابت أ؟ 





إذا كان س متغيرًا عشوائيًا ذا حدین» ومعاملاه: ن = ٠٦ = ٤‏ فجد كلا ما يأتى : 
Í‏ ( ل (س = ۲). 
ب) ل (س > 5). 
ج) ل (س > ۱). 


صندوق يحوي 8 کرات ۳ منھا حمر اء والبقية زرقاء اللون. إذا سحبت من الصندوق 
4 كرات على التوالي مع الارجاع ودل المتغير العشوائي س على عدد الكرات الحمراء 
المسحوبة» فانشی جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي س. 


to 





درس أحمد مساقا فى الریاضیات و حصل على علامة ۰۸۷ فى حين كانت علامة رامی ٩ ٠‏ 
فى الساق نفسه ولکن فى شعبة آخری. أي الطالبین كان مستواه التحصیلی آفضل فى هذا 
المساق؟ 





يبدو من أول وهلة أن تحصيل رامي أفضل من تحصيل أحمد؛ لأن علامته أعلى. ولکن؛ لكي 
تكون المقارنة دقيقة؛ فلا بد من مراعاة عدد من المعايير» مثل: مستوى أسئلة معلم كل مساق 
ومستوى تحصيل طلبة كل شعبة. 

إذن» يجب توافر معلومات عن طبيعة توزيع علامات كل شعبة» مثل: المتوسط الحسابي» 
والانحراف المعياري» وحساب ما یسمی العلامة المعيارية» ثم إجراء عملية المقارنة. والتعريف 


الآتي یوضح مفهوم العلامة المعيارية. 


_تعريف |( 





ار بالرمز: (ز)؛ آي ان: 


۲ ¿" و 
ا 3 7 





عثال (A)‏ 
إذا كان المتوسط الحسابى لعلامات طلاب صف ما فى مادة الرياضيات ۰۷۰ والانحراف العياري 
للعلامات 5» فجد العلامة المعيارية لعلامة كل من الطالب محمد الذي نال علامة ۰۸۲ والطالب 


يوسف الذي نال علامة 17 


NE 


الحل 
المتوسط الحسابي (س) = ۷۰ 
الانحراف العياري )£( < £ 
۷۰-۲ ' 


العلامة المعيارية للطالب محمد هي: زم = lisu‏ 

وهذا یعنی أن العلامة AY‏ تنحرف ثلاثة انحرافات معيارية فوق التوسط الحسابى. 
V.— 1‏ ع 

العلامة المعيارية للطالب يوسف هی : زب = — ۳1۹ > 


وهذا یعنی أن العلامة 15 تنحرف انحرافا معياريًا واحدًا تحت التوسط الحسابى. 


CET 
تخضع كتل طلبة الصف الخامس الأساسي في إحدى الدارس لمتوسط حسابي مقداره .4 كغ,‎ 
ولانحراف معياري مقداره £ . فإذا كانت كتلة أحد طلبة الصف ۳۸ كخ» فجد العلامة المعيارية‎ 
لكتلة هذا الطالب.‎ 





عثال (۲) 

إذا علمت أن المتوسط الحسابى لعلامات طلبة فى امتحان الفيزياء هو 1۰ والانحراف المعياري هو 
7 فحد: 

)١‏ العلامة التی تنحرف فوق التوسط آربعة انحرافات معيارية. 


۲,۵ العلامة التى تنحرف نحت التوسط بمقدار‎ (Y 


N 


ی ا انا 
wz‏ 
.ب 
17 ل — 
1 
eS wT‏ 
س = < A‏ 


I < زر‎ ۲ 


س ١۰ا‏ 
3 
ه6١‏ حدس ١۰ا‏ 


و ۲ 


س - اه ع 


CET 


جد قيمة المتوسط الحسابى لعلامات طلبة فى مادة اللغة الانحليزية» علمًا بأن الانحراف المعياري 





. ۱ ! 


)۳۲( ٠ مال‎ 

اعتمادًا على الجدول الاتي» أجب عن السوالين الاتیین: 
)١‏ في أي المبحثين كان تحصيل صفاء أفضل؟ 

— (Y 


aa.‏ رای | aos‏ عجار 





L. x |‏ ع x‏ م 


احغر اف 


A 


الحل 


e — TA | 
۲ = ٤ رد‎ 


e | 
1 ç - ۷۲ ( 
5 VA — AY 5 f 

7 ۸۳ 


.'- تحصیل مريم في مبحث الجغرافيا أضعف . 


هثال (g)‏ 
إذا كانت العلامتان المعياريتان ۰۲ )١-(‏ تقابلان العلامتين ۰۸۰ 55 على الترتيب» فجد قيمة 
المتوسط الحسابى» والانحراف المعياري للعلامات الخام. 


الحل 








سس 
ركم 
C‏ 
ومنه: ۲ ع = ۸۰ اس ................ المعادلة (۱). 
° نس 
زو 
C‏ 
a‏ < ۵ - سس ................ امْعادلة (۲۱). 


۱ 


بطرح المعادلة (Y)‏ من المعادلة »)١(‏ ينتج : 

تلك سنن 

م كاد 

بتعويض قيمة ع في إحدى المعادلتين» ولتكن المعادلة »)١(‏ ينتج: 
۲ = ۸۰ لاس 


۷۰ =  -'. 


| تدریب © 
إذا كانت الشاهدتان ۰۸۶4 ۷۲ تقابلان العلامتین العیاریتین ۰۱ (Y—)‏ على الترتیب» فجد 
العلامة العيارية للمشاهدة ٩۰‏ 








)١‏ ذا كان المتوسط الحسابى لعلامات طلاب صف ما فى مادة الکیمیاء ۰1۰ والانحراف العياري 
للعلامات Y‏ فجد العلامة العيارية لعلامة الطالب ساهر الذي نال علامة ¿V Y‏ و العلامة العيارية 
للطالب مهند الذي نال علامة ٤‏ ه 





(Y‏ إذا علمت أن التوسط الحسابي لاطوال طالبات إحدى الدارس هو ۰ سم و آن الانحراف 
العياري لاطوالهن »٤‏ فجد: 
Í‏ ) الطول الذي ينحرف فوق التوسط ثلاثة انحرافات معيارية. 


ب) الطول الذي ينحرف تحت التوسط انحرافین معیاریین وربع انحراف معياري. 


(Y‏ إذا كانت المشاهدة ۸ تقابل العلامة العيارية ¿Y‏ و کان الانحراف العياري Y‏ فجد التو سط 
الحسابى. 


4 


£( اذا کانت العلامتان ۳۲ ۱۲ تقابلان العلامتین العیاریتین ۰۳ (Y—)‏ على الترتيب» فجد قيمة 


Yo, 





ormal ۱۷ 







مقداره ۰19 وانحراف معياري مقداره ¿o‏ فکم يبلغ عدد الطلبة الناححین» علمَّا بان علامة 
Sila :‏ 
النجاح ١‏ 


إن SOI‏ من الظواهر في حياتنا حتاج إلى دراسة علمية لبيان حقيقتها. وفى حال رصدت 
المشاهدات» وتکرّر حدوثهاء As‏ عنها عنحنی تكراري کالاتی: 


فان توزیع البیانات ثل توزيعًا طبيعيًا یتمیز باخصائص الاتية: 
۱ التوزیع الطبيعي متماثل حول العمود القام على الوسط (1إ)» وشکله يشبه الجرس. 
(v‏ للتوزیع الطبيعي قمة واحدة؛ ما يعني أن له منوالا واحدًا ینطبق على التوسط. 
(Y‏ تقاژب طرفي منحنی التوزيع الطبيعي من الصفر. 
£( الساحة تحت منحنی التوزیع الطبيعي تساوي و حدة واحدة. 
(e‏ التوسط الحسابي > الوسيط = المنوال. 
`( المساحة على بمين المتوسط تساوي المساحة على يسار التوسط ومقدارها .)2١0,5(‏ 
وبوصف ذلك حالة خاصة فإذا كان المتوسط الحسابي للتوزيع الطبيعي مساویا للصفر, وقيمة الانحراف 
المعياري ۱ فإن التوزيع الطبيعي یسمی التوزيع الطبيعي المعياري. 
وللتحقق من ذلك. نفذ النشاط الآتي: 


۲۰ 


حسابی مقداره ۰۸ و انحراف معياري مقداره ٤‏ : 


0 حول العلامات الخام إلى علامات معيارية. 
۲ احسب التوسط الحسابي للعلامات المعياريةء ماذا تلاحظ؟ 





وما أن التوسط (L)‏ والانحراف العياري ) £( یحددان التوزیع الطبيعي فان المساحة على 
أي فترة تعتمد على قيمتيهماء ولهذا لا .عکن وضع حداول لكل حالة؛ ما يُحتم تحویله إلى توزیم 
طبيعي معياري» ثم ایجاد الساحة المطلوبة من حدول التوزیع الطبيعي العياري. 
يمكن إيجاد احتمال وقو £ التغیر (ز) تحت قيمة ماء أو فوقهاء أو ذا كان محصورًا بين قیمتین» عن 
طريق حدول التوزيع الطبيعي الوارد ذكره في ملحق الکتاب؛ وذلك على النحو الاتي: 
©» الخالة القياسية (اطدو (¿J‏ 

ل (ز < أ) من الجدول مباشرة 


انظر الشكل (۰--۳). 





(> ل (ز >)-۱-ل (ز‎ e° 


انظر الشکل (ه-5). 





. 
CO 


or 


° ل (ز > -) عل (ز < 1) 


انظر | sJ‏ 697 
E‏ 
الفكل L‏ 
° ل (ز<-)-ل (ز >)-<۱ -ل (ز < أ N‏ (“0 
انظر الشکل (ه-5). Wa‏ 
الشکل (ه-؟). 


(A) مثال‎ 

إذا كان (ز) متغيرًا عشوائيًّا طبيعيًا معياريًا» فجد قيمة كل ما يأتي باستخدام حدول التوزیم 
الطبیعی العياري: 

0 ل (ز < ۱:۸). 

.)۲۱۳۷ < ل (ز‎ (Y 

(Y‏ ل (ز > - 5 و۱). 

£( ل (ز - ۲۱۲۰). 


°( ل (-۱۱۵ < ز < ۱,۱۸۷). 


الحل 

0 ل (ز < 2۱,۸ ٠,۹٦٤١‏ (من الجدول مباشرة)» وهي القيمة الواقعة في الصف (۱,۸) 
مع عمود الا جزاء من مئة (۰۱۰۰). 

۲ ل p‏ < ۲,۳۷) = ۰۹۹۱۱ (من الجدول مباشرة)» وهي القيمة الواقعة في الصف (۲,۳) 
مع عمود الأجزاء من مئة (۰۱۰۷). 

۰٩۲ ۱۵ < )۱, 26 O - > ل (ز‎ ۳ 


ء۶) ل (ز <-۲,۲۰) < ل (ز > ۲,۲۵)<- ۱ - ل (ز < ۲,۲۰) 
= ۰-۱ (۰۱۹۸۷۸) 
< ۰۱۰۱۲۲ 
°( ل (حه ١,١‏ < ز < ۱:۸۷) > ل (ز < ۱,:۸۷) - ل (ز < - ه١,١)‏ 
= ل (ز< ۱,۸۷ ) - ل (ز > (Ae‏ 
= م 5و,. -( ۱ - ل (ز < ه١١1‏ 
AVE Js q Ta Y=‏ 
= ۰۱۱۲۹۱۰۱۹۲۱۹۳ 


aN = 





تدريب_ © 

إذا كان (ز) متغيرًا عشوائيًّا طبيعيًا معياريًا» فجد قيمة كل ما يأتي باستخدام حدول التوزيع 
الطبيعي المعياري: 

ةا 

۲ ل (ز > - ۲۱۸۰). 

OTS s ni 

OAS y ye ۶ 


S‏ إيجاد الاحتمال للمتغیر العشوائي التصل (س) الذي یتبع أي توزیع طبيعي عن طریق 
تحویله إلى توزیع طبيعي معياري» وملاحظة أن التوسط الحسابي لمجتمع الدر اسة يرمز إليه بالرمز 
(u)‏ وأن الانحراف العياري لجتمع الدر اسة يرمز إليه بالرمز (0). فتکون العلامة العيارية (ز) 
للمتغیر العشوائي (س) هي : 





1 (v) هتال‎ 








فجد: 
AV > >)O (۱‏ (. 
(Y‏ ( س 5۸ ). 
الحل 
3U‏ 06 د ع 
١‏ 
0 ل(س GAV>‏ <ل (ز < ( 
= ل( ز < (Vo‏ 
۰٩۵٩۵ =‏ 
۰-۸ 
(Y‏ ل (س (eA<‏ =ل(ز> ( 


= ل ررق كم (s o‏ 


= ل (ز <ه,) - ۱٩۹۱‏ ۰ 


CET 
¿O إذا كان (س) متغيرًا عشوائيًا يتبع التوزيع الطبيعي الذي متوسطه الحسابي ۵ وانحرافه المعياري‎ 


فحد: 





.)۳۳ < ل( س‎ )١ 
E TANS 


للتوزیع الطبيعي العياري الکثیر من الاستخدامات العمليق والثال الاتي يو ضح ذلك: 


عثاك (۲) 

إذا كان متوسط آطوال ۰۰ شجرة حرجية في إحدى غابات عجلون هو ۸ أمتار» والانحراف 
العياري ۱۵ و کانت الاطوال تتوز ع توزيعًا طبيعيّاء واختیرت |حدی الاشجار عشوانیّا» فجد: 
)١‏ احتمال أن لا يزيد طول الشجرة على ۱۱ مترا. 

۲ احتمال آن یکون طول الشجرة آکبر من و يساوي 1,۵ آمتار. 

۳) احتمال أن یکون طول الشجرة محصورا بین + آمتار و ٩‏ آمتار. 

£( عدد الاشجار التي طولها ه آمتار على الاقل. 


Jall 
انحرافه العياري‎ ¿À = ۸ إذا كان (س) طول الشجرة الذي یتبع توزيعًا طبیعیّا متوسطه‎ 
فإك:‎ ء١وه‎ < 0 
.)۱۱ < احتمال أن لا يويد طول الشجرة على ۱۱ مترا هو: ل (س‎ © 
۸-۱ 





۰۱۹۷۷۲ =)۲ < ال زج )= ل (ز‎ )۱۱ s 


2 
؟) احتمال أن يكون طول الشجرة أكبر من أو يساوي 5,5 أمتار هو: 


°,1 ۸ 
ل( سک )= ل (ز کم 


2 


= ل (ز > - ۱) = ل (ز<۱) = ۰,۸۱۳ 


Yo 


۳) احتمال آن یکون طول الشجرة محصورا بین 1 js‏ و ٩‏ آمتار هو: 

۸-٩ ۸ 
s. 
۱,۵ ۱,۵ 








ل( 1 <س < )٩‏ < ل ( 


= ل( - ۱:۳۳ < ز < (NAN‏ 

< ل رز < ۰,۲۷) -ل (ز <- ۱,۳۳) 
= ل رز < ۲۰۷ ,۰) - ل (ز > ۱۱۳۳) 
= ۱۱-۰۰۱۱۷۸۲۱ -ل (ز < ۱۱۳۳ 
= ۰۱۷۸۲ -[۱- ۹۰۸۲و ] 

۰۱۹۱۸ ۰۱۷۸۲۱ = 
۰,۲۱۵ ۲۸ < 


£( احتمال أن یکون طول الشجرة ه أمتار على الأقل هو : 


وحار 





ارس 06 0( ( 


دوا 
= ل j)‏ > - ۲) 
ل رز < 21۲ ۰۹۱۷/۷۲ 

.٠.‏ عدد الاشجار التي طولها ه آمتار على الاقل يساوي: 


۲م e... X‏ = ۸۸۲ 2 ۸۸ شجرة. 


CET 


حل المسألة الواردة فى بداية الدرس. 





o. A‏ ی 
)١‏ ذا كان (ز) متغيرًا عشوائيًا طبیعیّا معیاریّاء فجد قيمة کل ما يأتي باستخدام حدول التوزیم 

الطبیعی العياري: 

أ ) ل (ز< ۱,۲). 

۲ TEDE 

.)۱,۲۷ - < (ز‎ J (> 

AES ها‎ 

ه) ل (-۱۱۱۱ < ز < ۱۱۱۰). 





(Y‏ ذا كان (س) متغيرًا عشوائيًا يتبع التوزیع الطبيعي الذي متوسطه الحسابي ۸۸۰ وانحرافه 
العياري ¿o‏ فجد: 
[) ل (س < ۷۲۱). 
ب) ل ( س > ۸۸). 

۳) 151 كان متوسط کتل ۱۰۰۰ طالبة في إحدى مدارس عمّان هو ده کیلوغرامَا» و الانحراف 
العياري ¿Y‏ و کانت الکتل تتوز ع توزيعًا طبيعيّاء واختيرت إحدى الطالبات عشو انیا فجد: 
| ) احتمال أن لا تزيد كتلة الطالبة على ٩۲‏ كيلوغرامًا. 
ب) احتمال أن تکون كتلة الطالبة محصورة بين o.‏ كيلو غرامًا و 1۰ كيلوغرامًا. 
بح) عدد الطالبات اللواتی تزید کتلهن على 5 كيلو غرامًا. 


£( إذا كانت علامات امتحان عام تتبع توزيعًا 


۰ فما نسبة العلامات التي تقل عن $o‏ 


+ مه 


یا متوسطه احسابی ۷۰ وانحرافه العياري 


۹ 





© تتعرف مفهوم الارتباط. 

ç‏ ترسم شکل الانتشار بين متغیرین» و تحدد نوع الارتباط من شکل الانتشار. 
© تحسب معامل ارتباط بیرسون بين متغیرین» وأثر التعدیلات الخطية فیه. 

© مد معادلة خط الانحدار البسیط بين متغیرین. 

© تطبق معادلة خط الانحدار للتنبؤ بقیم أحد التغیرین؛ وتحد الخطأ في التنبو. 


ما العلاقة بين سرعة السيارة وزمن الوصول إلى الهدف؟ ما علاقة عدد ساعات العمل 
بالأجرة اليومية؟ هل توجد علاقة بين عدد ساعات الدراسة والتحصيل الأكاديمى؟ هل توجد 
علاقة بين لون العيون والذكاء المنطقى الرياضى؟ ما š š‏ هذه العلاقات؟ ما احاهها؟ 





للإجابة عن هذه التساؤلات التي تحدد العلاقة بين متغيرين» a<‏ بعض البيانات المتعلقة 
بهذه المسألة موضوع البحث. فإذا رُمز إلى أحد المتغيرين بالرمز س» والمتغير الآخر بالرمز ص» 
فان البيانات تكون على صورة أزواج مرتبة كالاتي: 

رس ) ص )) (سب) ص.)) (س.» ص ,)۰.۰۰6 (س.» ص,ر)) ثم يصار إلى تعيين هذه الازواج 
المرتبة في الستوی الإحداثي, فیسمّی الشکل الناتج شکل الانتشار. وعن طریق هذا الشکل عکن 
تحديد طبيعة العلاقة بين التغیرین» وقوتهاء واتحاههاء علمّا بانه توحد أنواع للعلاقات الارتباطية, 
منها: 





7 


۱ العلاقة الطردیة (الوجبة): هي علاقة تربط بين متغیرین» 


(Y 


و کلما ازدادت قيمة التغیر الأول ازدادت قيمة 
المتغير الثانی» مثل علاقة ساعات العمل بالأجرة؛ إذ 
كلما زادت ساعات العمل زادت الأجرة اليومية. 
والشكل (۷-۵) يمثل نموذجًا لشكل الانتشار الذي 
يعبر عن هذه العلاقة. 


Li‏ إذا وقعت النقط جميعًا على الخط المستقيم فان 
العلاقة تصبح طردية تامة» ويكون شكل الانتشار كما 
في الشكل (۸-۵). 


العلاقة العكسية (السالبة): هي علاقة تربط بين متخیرین» 
وكلما زادت قيمة المتغير الأول قلت قيمة المتغير 
الثانى» مثل علاقة سرعة سيارة بزمن الوصول؛ إذ كلما 
زادت سرعة السيارة قل زمن الوصول إلى الهدف. 
والشكل (4-5) ثل نموذجًا لشکل الانتشار الذي 


يعبر عن هذه العلاقة. 





الشكل (۸-۵). 





N 


آما إذا وقعت النقط جميعًا على الخط الستقیم فان 
العلاقة تصبح عكسية تامة» ویکون شکل الانتشار 


كما في الشکل (۱۰-۰). 


الشکل (۱۰-۰). 


(v‏ لا تو جد علاقة تربط بين المتغيرين» مثل علاقة 
الستوی التحصیلی للطلبة بلون عیونهم؛ إذ یتمثل 
شکل الانتشار في تجمع النقط على صورة داثرة؛ 
ما يدل على عدم وجود ارتباط خطي كما في الشکل 
(ه- ۱۱). 





.)۱۱-۰( الشکل‎ 
(A) Jia 


اسر اخدول الاتي علامات ه طلاب ت امتحاني الریاضیات و التاریخ: 


۰ | 4 ۳ ۱۲ | ١ | رقمالطالب‎ 


A | vY s r | Y Q 
x s | a [i [v | > TS 


ارسم شکل الانتشار بين التغیرین: س» ص» محددًا نوع العلاقة التي تربط بینهما. 





الحل 
ُمثّل الأزواج المرتبة: (60۲ (t e) (V Y)‏ (لاء AJ (A‏ °( في الستو ی الإحداتي كما 


.)١ ۲-٥( الشكل‎ 0 





الشکل (۱۲-۰). 


يتبين من شکل الانتشار أن العلاقة التي تربط بين التغیرین: س» ص هي علاقة طردية (موجبة). 





| تدریب (6 


النقط: (۰۲ V) ۶ A) (Y cA) (V é$) (e ee) CA OY) (A‏ £( نمثل القيم المتناظرة 
لتغیرین. ارسم شکل الانتشار بين التغیرین: س» ص» محددًا نوع العلاقة التي تربط بینهما. 


معامل ارتباط بیرسون 


تعرفت سابقا كيف تحدد نوع العلاقة بين متغیرین» عن طریق رسم شکل الانتشار بين المتغيرين» 
ثم الحكم على نوعية العلاقة الارتباطية» وتقدير قوتهاء وستتعرف الان طريقة حديدة لتحدید نوع 
العلاقة بين متغیرین وقوتها تحديدًا دقيقاء وذلك باستخدام Ó gÚ‏ بیرسون في إيجاد معامل الارتباط 


الذي يمكن تعریفه كما يأتي : 


EA 


نايت رس ص )) (س.) ص.)) (س.» (OP‏ ...۰ درد او مت الازواج اذر تبة 
للمتغيرين: س» صء فان معامل ارتباط بيرسون الخطي الذي يرمز إليه بالرمز (ر) بين المتغيرين 
يعر ف بالعلاقة الاتية: ۲ 
6 (س, -تن) (ص, - قصس) 
= 





ل 5 
گ ويا ی سے ص 
= ۱ ك- ۱ 


وترمز س إلى قيم المتغير س» وترمز ص, إلى قيم المتغير ص»حيث ك = O a n‏ 


<S‏ حساب معامل الارتباط بين علامات الرياضيات والتاريخ للطلبة الخمسة, باتباع الخطوات 
الاتية: 
)١‏ ایجاد التوسط الحسابى لعلامات مبحث الریاضیات: 


(AtV+o+Y+Y)‏ وب 


GOS)‏ يت 
2ح o‏ 





02 


۵ 


۳ 


(Y.‏ انشاء الجدول الى 


ات داح ست 





6 (س, -تن) ( ص - قصس) 
ك- ۱ 








p‏ 7777 — بح ۰ ۲ و 


۲۵ XT 


۰ توحد علاقة طردية ضعيفة بين علامات هو لاء الطلبة فى هذين المبحثين. 


| تدریب 60 


احسب معامل ارتباط بیرسون بين التغیرین: س» ص كما في الجدول الاني: 





١ 


عثال (۲) 


۶ ینت YZ:‏ 
إذا كان س» ص متغيرين» وعدد قیم کل منهما ه25 ( D‏ تج )= ۲۵ 
3= ۱ 


4 (ص, ھن ۱٦)‏ 4 (س,سن)(ص, اص) --واء 
۱3 كم 


فاحسب معامل ارتباط بیرسون بين هذین المتغيرين» محددًا نوع العلاقة بینهما. 


الحل 


6 (س, س) (ص, - تصس) 








.*. توحد علاقة عكسية قوية بين هذین التغیرین. 





CEES 
۷ 
م۲‎ 5 
إذا كان س» ص متغیرین» وعدد قيم کل منهما ۷ (س, -س ) ج‎ 


۱ =3 


۷ ۷ 
4 (ص, >( ac‏ ( (س,-تج)(ص,- عج) - ۲ 
۳ — 


فاحسب معامل ارتباط بیرسون بين هذین المتغيرين» محددًا نوع العلاقة بینهما. 


NIE 


آثر التعدیلات الخطية في قيمة معامل ارتباط بیرسون 
لعرفة أثر التعدیلات الخطية فى قيمة معامل ارتباط بیرسون» نفذ النشاط الآنى: 


اضرب قيم س كلها في العدد ۰۳ وقيم ص كلها في العدد ۲ ثم احسب معامل 


الارتباط بين القيم احدیدة» ماذا تلااحظ؟ 
اضرب =Š‏ س كلها في العدد ۲ وقيم ص كلها في العدد --۰۳ نم احسب معامل 
الارتباط بين القیم احدیدة» ماذا تلا حظ ç‏ 
اضرب قيم س كلها في العدد ۳ وقيم ص كلها في العدد ۲ نم احسب معامل 
الارتباط بين القیم الجخديدة» ماذا تلاحظ؟ 





بوجه عام: 





s 






صف بالکلمات أثر التعدیللات الخطية فى قيمة معامل ارتباط بیرسون. 


)۲( úa 


اللذین عثلان الشاهدات بعد التعدیل فى كل ما يأتى : 


E CY C 
س * = ٤س 0۰ “< ص* = 1 ص - ه‎ (x 


۳ س*۶ ۰ -۸س ۰ ص*< ص - و 


الحل 

)١‏ معامل س هو (Y)‏ موحب. ومعامل ص هو (Y)‏ موحب. و العاملان لهما الاشارة نفسها؛ 
لذا فان ر = ۸و۰ 

(Y‏ معامل س هو )— $( سالب. ومعامل ص هو (A)‏ موحب. والعاملان ليس لهما الاشارة 
نفسها؛ لذا فان ر = ۰:۸ 

۳ معامل س هو (-۸) سالب» ومعامل ص هو (-۱) سالب» والعاملان لهما الاشارة نفسها؛ 
لدا فان ر = ۸و۰ 


ے تدریب @) 





في كل ممايأتي: 
P mA === = ۱‏ ص ص 
s‏ 9 > ص* = ٦ص‏ - ه 


Y. =" (Y‏ ۷س م ص *= ص - ه 


NI 





)١‏ النقط: Rë )۳۰۱۰( (£ AD (£ A) ۰)۸ e) (e AU »)5 8( (V V)‏ القیم التناظرة 
متغيرين. ارسم شكل الانتشار بين المتغيرين: س2 ص» محددًا نوع العلاقة التي تربط بینهما. 

(Y‏ الجدول الاتي يبين بعد مؤسسة استهلاكية عن م ركز المدينة بالکیلومتر (س)؛ و حجم مبیعات الوسسة 
بالالف دینار شهریا (ص) لخمس موسسات. احسب معامل الارتباط بين التغیرین: س» ص. 








۷ 
£( إذا كان س» ص متغیرین» وعدد قیم کل منهما Ç (V)‏ (س == Y.‏ 


۷ ۷ كا 
گ (ص, ھن = ۵۰۰ یگ س -ت)( صقن ) -- 
كح ۱ ك7 ١‏ 
أ) جد معامل ارتباط بيرسون بين المتغيرين: س» ص . ب) حدد نوع العلاقة بينهما. 


(o‏ أي معاملات الارتباط الاتية آقوی: 
)۰,۷ ب) - ٩و۰‏ >( ۰,۸ د) ۸و۰ 
5) ذا كان معامل ارتباط بیرسون بين التغیرین: س» ص هو ۰,۸۵ فجد معامل الارتباط بين 
س*» ص* في كل ما ياني: 
اللا za =a‏ نوا ی اضر 
ب) ا ۵۲۲ ال ا 
E E‏ 


705 


لاحظ صاحب محل لبيع الاجهزةالکهر بائية وحود علاقة بين عدد ساعات العمل وعدد 
الأحهزة البيعة کالاتی: 


۲ | ١ ee 





عددالأجهزةالبيعة | AY | A | Y | ° | Y‏ 
بناءٌ على العطیات السابقة» هل یستطیع صاحب الحل أن يتنباً بعدد الأجهزة البيعة إذا عمل 


مدة ۸ اغات 





تعرفت سابقا كيف يمكن رسم شكل الانتشار بين متغيرين» وأن النقط (س» ص) التي 
تربطها علاقة خطية تتجمع حول خط مستقيم بمر بعدد منهاء ويتوسط النقط الباقية التي نتوز £ 
على جانبي الخط المستقيم» وأن النقط التي لا تقع على الخط المستقيم تسیب خطأ فى Aa‏ 
عنه بالصورة الانية: 

الخطأ في التب = القيمة الحقيقية - القيمة المتنبأ بها 

وإذا رمز إلى القيمة الحقيقية بالرمز ص,ء وإلى القيمة المتنباً بها بالرمز 2 فإن 

الخطأ في التنبو = ص, - صر 


بمكن تمثيل العلاقة بين المتغيرين.ععادلة الخط المستقيم الآنية: ص = أ س + ب» وتعرف هذه 
المعادلة باسم خط الانحدار» حيث: 


TRT E 
كا‎ 


3 
ج 
< (س, -ت) 
= 


— 


بمكن حل السألة الواردة في بداية الدرس باتبا ع الخطوات الاتية: 
۱ ۵+۲۱ +۸) ۳ 
(Y)‏ ایجاد الوسط الحسابي لقیم (س)» وهو — = —— > 


° ° 
۲٩ _ (YYTATV+o+Y) ` 


° ° 





حا 


V = 


(۲) إيجاد الو سط الحسابي لقيم (ص)؛ وهو ص 
(Y)‏ انشاء الجدول الاتی: 


٤ 





ی ل 
)٤(‏ إيجاد قيمة - 


YV _‏ 
۳ 
(e)‏ ایجاد قيمة ب = ص - س 





2 ۷- ۱,۲ << ۲,۲ 
(5) معادلة خط الانحدار ص = اس + ب 
صل = ۱,۲ س + ۲,۱۲ 
والان إذا عمل صاحب الحل مدة ۱۰ ساعات < س = ۰۱۰ فان: 
ص = ۱,۲ ۱۰+ ۲,۱۲ = ۶,۲ ۱ = ۱ جهازا. 
. بمكن أن asa‏ صاحب الحل ٤‏ ۱ جهازا إذا عمل مدة ۱۰ ساعات. 


۳۷۱ 


مال (۱) 


الجدول الاتي يبين علامات خمسة طلاب في امتحان لبحثی الجغرافيا والتاريخ» علامته القصوی ۱۰: 
` لت | Ie | ۲ | | ١‏ 
A | A | ` | ° |` waw‏ 


)١‏ جد معادلة خط الانحدار للتنبو بعلامة مبحث التاریخ إذا علمت علامة مبحث الجغرافيا. 





۷ قذر علامة طالب في مبحث التاریخ إذا كانت علامته في مبحث الجغرافيا‎ (Y 
جد الخطأ في التنب بعلامة طالب في مبحث التاریخ إذا كانت علامته في مبحث الجغرافيا ه‎ (Y. 


الحل 


: لایجاد معادلة خط الانحدار‎ )١ 
رس‎ )١ جه + كلدل‎ 


S يو ل ل‎ Sm sss 
gç, 6۱۹ 
= جد امتوسط الحسابي لقيم (ص)» رووص = سک‎ 





VT 


7 و E‏ - ص ) 


_ ي كح ١‏ 
حد قيمة | = ۰ 
گ (س, -تس) 
ك= ۱ 
مه وی 
¿A‏ 


جد قيمة ب = ص - أ س 
A=‏ ر AX‏ = وه 
.٠.‏ معادلة خط الانحدار 22 = آس + ب هي: 
ص =$ س + ۲ وه 
(Y‏ إذا كانت علامة الطالب في مبحث الجغرافيا ۰۷ OÚ‏ س = ۷ 
P‏ ص۰6 ۱۷+ ۲ وه < ۲و۸ ند ۸ 
۳( الطالب الذي حصل على علامة ° في مبحث الجغرافيا كانت علامته احقيقية في مبحث 
التاريخ ۷ (انظر الجدول ۱). 
العلامة التنباً بها في مبحت التاریخ هي: صل = ۰,40 كاه + ”ره < ۷,۵ 


.٠.‏ الخطأ فى التتبو = ص - ضر = ۷۵-۷ <- وه 





۳0 
الجدول الاتي يبين معدل آربعة طلاب في امتحانات الثانوية العامة والجامعة: 
رقم‌الطالب | ۱ Y | Y‏ 
v | B 5‏ | 4 _ 
۷ 





ف 
)١‏ جد معادلة خط الانحدار للتنبو .معدل الجامعة إذا غلم معدله في الثانوية العامة. 
(v‏ تنبأ ععدل طالب في الجامعة إذا كان معدله في الثانوية العامة ۸۸ 
(Y.‏ جد الخطأ في التنبو.ععدل طالب في الجامعة إذا كان معدله في الثانوية العامة ۷۰ 


VT 


(Y) عثال‎ 


۸ 
اذا کات س ص متغيرين» وعدد قيم كل منهما /) 5 (س س ) < ۱9 


۲ ۱ 
4 (س, تن ) ( ص, کن )= ٦۰‏ تن = ۱۲ صن = ۰ ۵ فجد معادلة خط الانحدار 
كا 
للتنبئُ بقیم ص إذا ۱ 0 قيم س. 
الحل 
۸ 
< رس E‏ 
جحد قيمة أ ۱2۵ 
۰ 
گ سر ج) 
كا 
ا 
ه ۱ 


۲ 2-۱۲ ۵۰ 


ص < ٤‏ س + ۲ 





CET 


إذا علمت أن معادلة خط الانحدار للعلاقة بين عدد ساعات العمل اليومي (س) وعدد الأخطاء 

التي يرتكبها الموظف في هذا اليوم (ص) هي: ص = ٠,٦‏ س + »١‏ فأجب عما يأتي: 

۱ تنبأ بعدد الأخطاء التي سيرتكبها موظف يعمل مدة ۱۰ ساعات يوميًا. 

(Y‏ إذا كان عدد الأخطاء التي يرتكبها موظف يعمل ٠١‏ ساعة یومیّا هي آخطاء فجد الخطأ 
فى التنبو. 


Nk 











أ ) جد معادلة خط الانحدار sul)‏ .معدل الطالب في الصف العاشر إذا غلم معدله في 
الصف التاسع. 
ب) تنباً ععدل طالب في الصف العاشر إذا كان معدله في الصف التاسع ۸۸ 
ج) جد الخطأ في التنبو .معدل طالب في الصف العاشر إذا كان معدله في الصف التاسع ۹۰ 
(Y‏ إذا كان س» ص متغیرین» وعدد قيم کل منهما ۰۸ 6 .== r.‏ 


۱ =3 5 


4 (س, -س)( ص - ص) - هک تس = ۱9 ص = ه 4 فجد معادلة خط الانحدار 
١ =3‏ 


۳) إذا علمت أن معادلة خط الانحدار للعلاقة بين قيمة رأس المال (س) والأرباح السنوية لشركة 


بالألف دینار (ص) هي: صل = ۰,۳ س + ۰۱۰ فجد الخطأ في التنبو بأرباح شركة رأس مالها 
۰ الف دینان و آرباحها السنوية ٤‏ ,۲۷ آلف دینار. 


Vo 





6 بكم طريقة يمكن اختیار $ مهندسین» و۳ فنیین لتكوين لجنة من بين ه مهندسین و۱۰ فنیین؟ 


۳۲۰ = جد قيمة (ر) التي تحقق المعادلة: ۳ ل (5, ر)‎ (Y 
فجد:‎ » ۰,٤ إذا كان (س) متغيرًا عشوائيًا ذا حدين» ومعاملاه: ن = ۲ أح‎ (Y 
أ )قيم (س).‎ 
ب) التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي (س).‎ 
سنة» والانحراف المعياري لها‎ $ Y إذا كان الوسط الحسابي لأعمار مجموعة من الأشخاص هو‎ (£ 
فجد العمر الذي ينحرف انحرافين معياريين تحت الوسط الحسابي.‎ ¿£ 
ب) {» فجد قيمة (ب).‎ Y) ۵وه)‎ Y) ۰۶ ۰۱( ۲ 
فجد معامل الارتباط بين‎ »)٠,۸-( كان معامل ارتباط بیرسون بين التغیرین: س» ص هو‎ 15! (٦ 
س*» ص* في کل ما ياتي:‎ 
ص* = ۸ - ص‎ <ç أ ) س*<-۱۰س‎ 
ب) س” - :س7 ۰ ص* - ص - ه‎ 


: الجدول الاتي يبين القيم المتناظرة للمتغيرين: س» ص‎ (V 





أ ) جد معادلة خط الانحدار للتنبو بقيمة ص إذا علمت قيمة س. 


ب) LS‏ بقيمة ص إذا كان س < ١‏ 
ج) جد الخطأ فى التنبو بقيمة ص إذا كان س = £ 








۸ إذا كان (ز) متغيرًا عشوائیّا طبیعیّا معياريًا» فجد قيمة كل ما يأتي باستخدام جدول التوزیم 


۰ 4 + 


الطبيعي المعياري: 
(Í‏ ل (ز<۱,۷). ب) ل (ز E‏ 
ج) ل ); > - ۱,۱). د ) ل (ز < - دو۲). 


(N A < ل (-۱:۳۲< ز‎ Ga 
وانحرافه‎ ٩۰ إذا كان (س) متغيرًا عشوائيًا يتبع التوزیع الطبیعی الذي وسطه الحسابي‎ (à 
فجد:‎ (e ) العياري‎ 
.) 588 > أ ) ل (س < ۸5). ب) ل (س‎ 
)إذا كان متو سط معدل ۱۰۰۰ طالبة في إحدى مدارس عمّان ۸۰ والانحراف العياري‎ ۰ 
ه» وكانت العدلات تتوزع توزيعًا طبيعيًا» واختيرت إحدى الطالبات عشوائيًاء فجد:‎ 
۷۵ احتمال أن لا يزيد معدل الطالبة على‎ ) Í 
٩۰ و‎ 7١ ب) احتمال أن يكون معدل الطالبة محصورًا بين‎ 
۷۰ عدد الطالبات اللواتي يزيد معدل كل منهن على‎ (— 
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قائمة المراجع 


أولا: الراجع العربية 

-١‏ منصور عوضء مبادئ الاحصای عمّان: دار الصفاء للنشر» ۲ ۲۰۰م. 

؟- إدارة المناهج والكتب المدرسية (الأردن)- الرياضيات للمرحلة الثانوية / الفرع الادبي 
(الستویان: الثالث والرابع)» عمّان» ط c‏ وزارة التربية والتعليم» ۰۱ ۲م. 
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